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摘  要 目前通过 3D 扫描仪获取的点云仍旧存在一些缺陷: 点云含有噪声, 点云在不同方向上分布不均匀等. 本文针对上

述问题开展研究. 主要工作为提出一种新的算法用于在点云上进行高质量的重采样, 即使用较为稀疏的重采样点集去表达较

为密集的原始点云的几何形状, 同时重采样点集的分布可以满足用户预先指定的目标分布, 并具备一定的蓝噪声性质. 在最

优传输理论的基础之上, 本文方法将传统的点云重采样问题转化为一个最优化问题, 并在点云上构建离散网格, 使得针对网

格的受限制的 Power 剖分方法能够迁移至点云上. 随后利用交叉优化框架对该优化问题进行求解, 并对每一个重采样点执行

精确的容积约束. 大量实验结果表明, 本文算法输出的重采样点集可以实现精确自适应控制密度的目标, 并且具备较好的蓝

噪声性质. 
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Abstract Point clouds obtained through 3D scanners have some defects: the point clouds may contain noise, 
and the points are unevenly distributed in different directions. In this paper, we carry out research to deal with the 
above problems. The main contribution is to propose a new algorithm for performing high-quality resampling 
tasks on point clouds, that is, using a sparse set of resampling points to represent the geometric shape of the 
original dense point cloud. The distribution of the resampling points conforms to a target distribution specified 
by the user in advance, and has certain blue noise properties. Based on the optimal transport theory, the 
traditional point cloud resampling problem can be transformed into an optimization problem, and a discrete mesh 
can be constructed on the point cloud, so that the restricted power tessellation on surfaces can be applied to point 
clouds. Then we solve the optimization problem by using an interleaving optimization framework and enforce an 
exact capacity constraint for each resampling point. A large number of experiments show that the resampling 
point sets generated by our algorithm conform precisely to the target density function, and show good blue noise 
properties. 
Key words Point Cloud Resampling; Optimal Transport; Restricted Power Diagram; Centroidal Voronoi 
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1 引言 

3D 扫描[1]是采集这个真实世界的物体或周围

环境的形状、颜色等数据的技术, 采集到的数据通

常以点云的形式呈现, 用来创建数字化的三维模

型. 点云数据可以应用于各种下游产业, 如基于点

云的渲染[2]、医疗图像、动画[3]、三维重建[4-6]等领

域. 然而目前采集的点云数据一般是无法直接被下

游领域的算法所利用的, 因为存在着几个目前难以

克服的问题: 数据较为冗余, 数据残缺, 含有噪声

以及丢失了整体的结构信息等. 如在基于点云的重

建领域当中, 若输入点云杂乱无章, 则重建结果容

易出现许多非流形结构, 这在实际应用中是难以接

受的. 因此需要对点云的质量进行优化, 目前常用

的思路便是对点云数据进行重采样. 
在很多图形应用中都需要将重采样后的高质

量点集作为算法输入, 基于不同原理的重采样技术

也相继问世. 其中, 基于整合原理的点云重采样技

术是通过去除噪声和离群点, 将点推回到原始点云

所表示的曲面上的一种重采样技术, 它可能会改变

重采样点集 Q 在原始点云 P 中的布局, 即 Q P⊄ , 
但 | | | |Q Pρ= , 其中 ρ 指采样率. 2007 年, Lipman 
等 [7]提出了局部最佳投影算子 (Locally Optimal 
Projection, 简称 LOP 算子), 用已生成的点集表示

的隐藏曲面可以较好地逼近原始点云所表示的隐

藏曲面. 因为LOP算子不依赖于局部几何量的计算

或估计, 因此该算法具有较强的抗噪能力. 2009 年

时, 由于LOP算子在原始点云分布不够均匀时表现

不佳, Huang 等[8]又将 LOP 算子推广为加权局部最

佳投影算子(Weighted Locally Opti-mal Projection, 
简称 WLOP 算子), 该算子在目标函数中考虑了原

始点云中每一个点的权重, 其中每一个点的权重与

在原始点云中该点处的点云密度大小有关, 从而降

低了原始点云分布不均匀对结果的影响. 总的来

说, LOP 算子及其变种都需要在足够稠密的点云上

执行, 且它们容易受到原始点云非均匀分布的影

响. 此外, 它们通常以均匀分布为目标, 对重采样

点的密度分布没有额外控制. 另外一方面, 基于 0L

范数优化的点云重采样算法则提高了对噪声的鲁

棒性以及保持特征的能力. 2019 年, Cheng 等[9]提出

了一种在 0L 最小化框架下的重采样方法来处理包

含噪声的点云数据, 并利用交替优化的技巧进一步

提高了重采样算法的运行效率. 

除了上述提及的算法理论基础之外 , 重心

Voronoi 剖分(Centroidal Voronoi Tessellation, 简称

CVT) 也在点云重采样领域得到了广泛应用. 这类

算法通过将一个张量场和一个 Lp 范数整合到 CVT
的能量函数当中去, 最终经过优化后得到一个服从

各向同性或各向异性分布的结果, 如 2018 年 Chen
等[10]通过 Lloyd 算法[11]在点云上计算 CVT, 并利用

得到的 CVT 进行点云重采样. 然而, 基于 CVT 的

算法并不能精确控制重采样点集的分布密度. k­
means 算法等基于离散的 CVT 的算法虽然实现简

单, 但很大程度上会受到原始数据非均匀分布的影

响. 另外一方面, 将点云看作粒子, 通过引入粒子

之间的作用力或者能量来进行点云重采样也是近

年的一种重要研究思路. 如 2019 年 Zhong 等[12]定

义了一类高斯核函数来模拟粒子间的能量, 并能够

得到各向同性或者各向异性的重采样结果. 
近年来, 生成具有蓝噪声性质的点集也是点云

重采样领域的一个重要研究方向. 在 2012 年, Goes
等[13]提出了一种能够在二维平面上快速生成服从

任意自定义分布的蓝噪声点集, 其核心是利用带容

积约束的Voronoi剖分(Capacity Constrained Voronoi 
Tessellation, 简称 CCVT[14]) 求解一个最优传输问

题[15]. 在 2017 年, Qin 等[16]引入熵正则项, 将采样

问题转化为最优化问题, 使得采样结果的可控性更

高. 而在 2018 年, Luo 等[17]另辟蹊径, 提出了一种

基于高斯加权的图 Laplacian 的点云重采样算法, 
该算法能够使得生成的蓝噪声点集的分布与目标

分布几乎保持一致. 
本文提出了一种基于 CCVT 的算法, 用于进行

点云的重采样工作, 生成的重采样点集具备较好的

蓝噪声性质, 且点集分布服从用户指定的目标分布

(均匀分布或者非均匀分布). 本文算法是Goes等[13]

提出的算法在二维流形上采集得到的点云上的推

广, 能够严格执行用户指定的容积约束. 我们将点

云的重采样问题通过最优传输理论转化为一个最

优化问题, 并详细推导了其梯度与Hessian矩阵. 实
验结果证明, 本文的算法表现不劣于其它经典有效

的算法, 且在容积约束方面远优于其它算法. 
本文的主要贡献在于在点云上利用CCVT方法

与最优传输理论生成具有蓝噪声性质的重采样点

集; 能够使重采样点集的分布服从用户指定的目标

分布; 推导了目标函数在点云上的梯度及 Hessian
矩阵. 
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2 点云的高质量重采样模型 

2.1  目标函数的提出 

采样是指从连续空间中得到一个离散点集的

过程, 而本文算法的目标则是从离散的原始点云上

重采样得到点集 1{ }n
i ix = , 它满足等容积的限制. 即

对于每一个点 ix , 本文算法希望控制其受限制的

Power 胞腔(Restricted Power Cell, 简称 RPC) 的容

积使其与其它点的 RPC 容积一致. 从数学形式上

讲, 我们需要极小化下述能量函数, 使其满足各个

重采样点 ix 的 RPC(记为 iP ) 容积相同的限制[18], 

2

1
( , )= ( ) || || ,

. . ( ) , 1,2, , .

i

i

n

iP
i

i P

X W x x x dx

s t m x dx m i n

ρ

ρ
=

−

= = =

∑∫

∫ 

E
   (1) 

其中 X 表示重采样点集 1{ }n
i iX x == , W 表示 Power

图的权重集 1{ }n
i iW w == , X 与W 共同决定了受限制

的 Power 图(Restricted Power Diagram, 简称 RPD) 
的生成; im 表示重采样点 ix 的 RPC 上的容积, m
是一个常数, 表示各个重采样点的 RPC 的目标容

积. 能量函数 ( , )X WE 是一个经典的 CVT 能量函数

形式[10], 区别只是积分区域从受限制的 Voronoi 胞

腔(Restricted Voronoi Cell, 简称 RVC) iV 换成了 iP .  
 可以证明, 该目标函数的极小化问题也是一种

最优传输问题, 其极小值点总是存在[19]且具备蓝噪

声性质[13-14]. 其中, 约束条件表明局部区域的点的

密度与 ( )xρ 呈正相关关系. 而单纯地极小化能量

函数则表明输出点集的分布会倾向于各向同性分

布, 因为这样的分布将使得能量函数(运输成本) 最
小化. 因此, 该极小化问题的极小值点提供了一个

密度自适应的且各向同性的点的分布.  
 结合拉格朗日乘数法及其梯度性质[13], 本文将

目标函数(式(1)) 转化为下述形式:  

1
( , ) ( ) ( , ).

n

i i
i

X W w m m X W
=

= − −∑F E   (2) 

这也是本文最终采用的目标函数形式.  
 

2.2  目标函数的定义域 

本文在输入的原始点云上构建离散网格, 使得

点云上的 RPD 计算成为可能, 并将得到的 RPD 作

为目标函数的定义域. 
定义 1  本文定义的点云上的离散网格 M 是一种

三角网格, 为点云中每个点的局部最佳估计网格

iM 的集合, 即
1

n
ii

M M
=

= . 单个点 ix 的局部最佳

估计网格 iM 的定义如下:  

2
( { | }),i i i iM f S x x x r= − ≤   (3) 

其中 iS 表示点 ix 的局部最佳估计曲面, 是由距离点

ix 最近的 k 个点利用最小二乘法生成的最佳拟合二

次曲面; 
2

{ | }i ix x x r− ≤ 表示以点 ix 为球心, ir 为

半径的球体; 则 { | }i i iS x x x r− ≤ 相当于将点 ix
对应的最佳拟合曲面进行边界切割, 使其不会无限

延展; 最后, 我们得到经切割的局部最佳拟合曲面

以后, 还需要进行三角网格化, 我们用 f 来表示该

网格化过程. 具体过程详见 3.3 节.  
 

2.3  目标函数的梯度及Hessian矩阵 

 我们推导出关于重采样点的权重 1{ }n
i iW w == 和

重采样点的位置 1{ }n
i iX x == 的梯度为 

( )
( , )

( , )

,

2 ,
i

i

w i

x i i i

X W m

X W m b x

m∇ =

∇ = −

−F

F
   (4) 

其中
1 ( )

i
i P

i

b x x dx
m

ρ= ∫ 是重采样点 ix 的 RPC 的几何

重心. 推导过程详见附录. 同时我们还通过详细推

导求得目标函数 ( , )X WF 关于重采样点的权重 iw
的 Hessian 矩阵为 

*

* *
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   (5) 

其中, ije 是为连接 ix 和 jx 的边; *
ij

e 为关于 ix 和 jx

的等分面; ije
τ
为 ije 在三角形τ 上的投影长度; ijT

为等分面 *
ij

e 相交的三角形的指标集; ijρ 为密度函

数在 *
ije M 上的平均值; iΩ 为 ix 所有 1-邻域点的指

标集.  

3 点云重采样问题的数值优化算法 

3.1  算法流程总览 

 本文算法的目标是给定较为粗糙的原始点云

1{ }m
i ip = ( m 的大小一般在几十万到几百万之间) 与

用户期望的输出点数 n作为输入, 输出能够符合用

户指定分布的高质量蓝噪声点集. 其中, 用户指定

的分布既可以是均匀分布, 亦可以是非均匀分布. 
算法的流程图如图 1 所示. 
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图 1  基于最优传输理论的重采样算法流程图 

 
算法的流程简述如下： 

(1) 初步重采样阶段. 首先从原始点云上随机重采

样 n 个 点 , 随 后 构 建 受 限 制 的 Voronoi 图 
(Restricted Voronoi Diagram, 简称 RVD) 对初步重

采样的结果进行处理. 
(2) 计算各点的 RPC. 对于经上述步骤得到的每一

个重采样点 ix , 根据 ix 在 1{ }m
i ip = 中的若干个邻居点

计算一个局部的最佳估计曲面, 从而得到其 RPC.  
(3) 权重优化. 利用阻尼牛顿法求解一个稀疏线性

方程组, 同时利用回溯线搜索更新各个重采样点 
ix 的权重, 直至所有 RPC 容积的方差小于阈值. 

(4) 位置优化. 计算每个 RPC 的重心, 并将对应的 
ix 移至其 RPC 重心处.  

(5) 重复执行第二步到第四步, 直至迭代次数达到

用户预先指定的次数或者所有 RPC 容积的方差小

于一定的阈值, 输出最终的重采样点集.  

3.2  初步重采样 

本文算法一开始是从原始点云中随机重采样 
n 个点, 这个操作容易受原始点云分布的影响, 导
致得到的点集密度与目标密度存在较大差异, 从而

使得重采样点的位置优化变得困难. 为了加速后续

迭代算法的收敛, 本文利用 RVD 在随机重采样以

后进行了简单的后处理操作[10], 即 
(1) 对于每个重采样点, 我们利用其若干个邻居点

计算其最小二乘拟合平面, 在此基础上得到 RVD; 
(2) 基于目标密度函数计算的RVC加权面积重新采

样, 每个 RVC 上采样的点的个数和 RVC 的加权面

积成正比； 

(3) 随后执行3-4步Lloyd迭代以获得更好的初始点

集分布, 期间不断地更新 RVD. 
 

3.3  RPD的计算 

本文算法的优化框架中主要分为初始重采样, 
交替进行权重与顶点的优化等步骤, 这些步骤均依

赖于 RPD 的计算. 其计算过程如下. 
(1) 计算局部最佳估计网格 iM . 计算受限制的局

部最佳估计曲面 iS , 然后将 iS 进行网格化得到局部

最佳估计网格 iM . 
(2) 计算 RPC. 利用 ix 与其在重采样点集中的若干

个 1-邻域点的等分面, 利用[20]中的并行算法, 对
局部最佳估计网格 iM 进行切割, 得到 ix 对应的 iP . 
 

3.4  权重优化 

3.4.1  阻尼牛顿法优化 
在开始权重优化之前, 我们会固定所有重采样

点 ix 的位置, 并初始化其权重 iw 为 0. 权重优化的

目的是使得所有RPC的容积都尽可能相同. 主要思

路是对目标函数 ( , )X WF 采用阻尼牛顿法求其极

小值 , 其优化变量为所有权重列排而成的向量

1 2( , , , )T
nW w w w=  . 对于固定的 1{ }n

i iX x == , 目标

函数关于权重 1{ }n
i iW w == 的驻点是目标函数的极值

点[21]. 本文采用的阻尼牛顿法迭代格式为 
1

1k k W k F WW W tD W tH −
+ = − = − ∇ ，F   (6) 

其中 t 是第 k 次迭代的下降步长, 1
W F WD H −= ∇ F 是

相应的下降方向. 每一次为了求得 WD , 我们都需

要去求解下述的稀疏线性方程组: 

1 2, , .( , )T
W nH D m mm m mm− − −= F   (7) 

实验中发现系数矩阵 HF 通常是高度病态与非

满秩的, 这对于 RPD 的计算精度与稳定性提出了

更高的要求. 在程序上, 我们采用了专门用于求解

稀疏线性系统的 C++库 SuiteSparse, 可帮助我们稳

定求得方程组的最小范数最小二乘解.  
 

3.4.2  回溯线搜索 
本文采用带有 Armijo 条件[22]的回溯线搜索计

算步长 t , 其数学形式如下所示: 
1( , ) ( , )k W kX W tH X W−+ ∇ ≤ +FF F F  

1( ) ,T
W Wt Hα −∇ ∇FF F    (8) 

实验中常取 410α −= . 在进行回溯线搜索时我

们设定了两个停止条件: 
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(1) 随着搜索步数 k 的增加, 步长 t 也会以 t tβ= 的

速率进行衰减, 其初始值为 1, 通常取 β 为 0.5. 当
步长 t 能够使得不等式(8)成立或者达到搜索次数上

限时, 则立即停止回溯线搜索. 
(2) 目标函数 ( , )X WF 相对于任意权重 iw 的梯度应

小于用户预先指定的阈值, 即 
           1|| ( , ) || ,

i F
w H

X W ε−∇ ≤F     (9) 

其中 1
1|| ( , ) || ( )

i

T
w W F WH

X W H−
−∇ = ∇ ∇

F
F F F . 

此外, 在目标函数值需要尽可能下降的前提

下, 我们还添加了下述两个条件: 
(3) 由于RPD直接影响到Hessian矩阵 HF , 当RPD
无法较好地覆盖原始点云表示的隐藏曲面时, 此时

HF 无法满秩, 从而影响求解迭代, 因此我们希望

HF 尽可能满秩. 实验中若迭代过程出现 HF 的秩

小于 0.9 n× 的情况, 则停止当前线搜索. 
(4) 由于需要极小化目标函数 ( , )X WF , 其第一项 

1
( )

n

i i
i

w m m
=

−∑ 应尽可能小, 等价于所有 RPC 的方差

也应尽可能小. 因此, 我们还要求在每一次回溯线

搜索当中所有 RPC 容积的方差下降.  
 

3.5  位置优化 

顶点位置优化的过程则较简单. 由于目标函数 
关于 ( , )X WF 位置的梯度为 ( , )

ix X W∇ =F 2 ( iim b  

)ix− , 因此本文直接将 ix 移至对应的RPC重心即可

使其对应梯度为 0. 每一次的位置优化都会降低

( , )X WF 的值, 从牛顿法的角度看, 位置优化会使

得算法跳出 ( , )X WF 的局部极小值, 进而寻找到更

优的 ( , )X WF 极值点. 更新 ix 的位置后, 我们需要

为所有 ix 重新生成对应的局部最佳估计网格.  
 

4 结果展示与分析 

 本节会展示本文的算法结果, 并与一些经典有

效的算法在各个衡量指标上进行结果比较. 我们使

用 CGAL[23]计算点云曲率 ; 利用开源的 C++库
Geogram[24]进行 RPD 的计算. 本文算法的所有实验

都是并行运行在一台装载有型号为 E3-1225 v3, 
3.20GHz 的 CPU(四核心四线程), 12GB 内存的 PC
机上的. 所有的实验模型都进行了归一化处理.  

 

4.1  衡量指标 

 为了使得结果的比较更加客观, 本文需要对重

采样结果进行量化评价, 主要基于以下几点衡量指

标. 我们先定义 iC 与C 两个向量, 其中 iC 的每一个

分量为重采样点 ix 的 RPC 的容积 ( )
i

i P
m x dxρ= ∫ , 

C 是分量全为重采样点的 RPC 的目标容积

( ) /
P

m x dx nρ= ∫ 的向量, P 表示 RPD.  

 

4.1.1  RPC容积的相关指标 
我们将任意重采样点的 RPC 的容积看成是一

个估计量, 则所有重采样点的RPC容积共同构成一

个大小为 n 的样本集. 那么, 接下来就可以用统计

学的语言, 即无偏性和有效性两个指标去衡量本文

算法对重采样点的 RPC 容积的控制效果.  

(1) RPC 容积的无偏性: 我们计算 2L 相对误差, 它
被定义为

2 2
/iC C C− , 若该相对误差小于一定

阈值, 则说明本文结果具备一定的无偏性. 
(2) RPC 容积的有效性: 我们计算所有 RPC 容积的

方差. 方差愈小, 各点的 RPC 容积愈趋于一致, 即
说明本文结果具备一定的有效性, 从而能够根据用

户指定的目标密度函数 ( )xρ 自适应控制密度.  

 

4.1.2  功率谱 
 功率谱是一种常见的评估重采样点集质量的指

标, 尤其是能反映出重采样点集的蓝噪声性质. 本
文将使用 Wei 于 2011 年提出的微分域分析算法
[25](Differential Domain Analysis, 简称 DDA) 来计

算点集的功率谱, 径向平均功率谱和各向异性. 
 
4.1.3  其它指标 

本文算法的目标是能够根据目标密度函数

( )xρ 自适应控制密度, 本质上就是比较 iC 与 C 两

个向量的相似度, 因此除了上述提及的衡量指标, 
本文还计算比较了余弦相似度, Tanimoto 系数, 曼
哈顿(Manhattan) 距离与σ 系数等四个指标. 其中, 
Tanimoto 系数的计算公式为 

2 2 ,A B
A B A B

⋅

+ − ⋅
 

A 与 B 均为 n维向量; σ 系数定义为所有重采样点

到最近的重采样邻点的欧氏距离的标准差. 其值越

小, 说明重采样点集的分布越均匀. 但需要注意的

是, σ 系数仅适用于均匀重采样情形的结果比较. 
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a) 目标函数值变化图                b) 2L 相对误差图 

   
c) RPC 容积方差图              d) RPC 容积直方图 

图 2  RPC 容积相关指标的曲线变化图 

 

4.2  均匀重采样 

当用户指定的目标密度函数 ( )xρ 恒为某个常

数 c 时, 本文算法可以产生高质量的均匀分布的重

采样点集. 在接下来的实验当中本文默认将回溯线

搜索的次数设置为 5 次. 此外, 本文的算法理论是

建立在最优传输理论之上的, 因此接下来为了方便

说明, 将本文算法简称为 OT 算法. 
 
4.2.1  RPC容积相关指标的曲线变化图 

接下来本文将展示 RPC 容积相关指标的曲线

变化图, 如图 2 所示. 以牛点云(即隐藏曲面形状为

牛的点云, 含 110,000 个点) 为例作为输入, 重采样

点数目为 5,000, 迭代次数为 30 次. 
 随着迭代次数的增加, 目标函数值呈现下降趋

势, 如图 2a 所示. 与此同时, RPC 容积的相对误差

与方差最初会有小幅度的上升, 这是因为在初步重

采样当中执行了 Lloyd 迭代, 而 Lloyd 算法并 
未对 RPC 容积作出约束; 紧接着进入优化算法流

程, 两者起初的下降曲线呈现了较快的下降速度, 
随后开始趋于平稳, 尽管中间会有波动, 但这是顶

点位置优化过程导致的, 有助于跳出局部最小值, 
不断寻找全局最小值, 如图 2b, 2c 所示. 最后, 本
文还给出了RPC容积的直方图, 可以直接展示最终

的容积控制效果, 如图 2d 所示. 从直方图中明显的

一个高峰可以看出, 所有重采样点的RPC容积基本

都集中于一个值上, 因此最终所有RPC的容积基本

是趋于一致的. 

 
4.2.2  运行时间 

 

图 3  算法运行时间图 

 

依旧以牛点云(含 110,000个点) 为例作为输入, 
重采样点数目为 5,000, 迭代次数为 10 次. 所需要

的总运行时间与各个算法步骤所耗费的时间如图 3
所示. 可以看出, 算法的总运行时间在 1 分 15 秒左

右, 这已经是在程序并行的前提下得到的运行时

间, 但并不算少. 实际上, 算法最大的时间瓶颈主

要在于算法每一次使用阻尼牛顿法进行权重优化, 
求解牛顿下降方向时需要求解一次稀疏线性系统, 
求解牛顿步长时又需要求解若干次稀疏线性系统, 
这无疑是比较耗时的. 与基于高斯加权拉普拉斯图

的算法[17](以下简称图 Laplacian 算法), Lloyd[10], 
WLOP[8]这三种点云重采样领域上的经典算法进行

比较发现, 在同等实验环境(包括实验模型, 输入数

目, 输出数目与迭代次数等) 下, 其它算法的运行

时间均在 100 秒内, 这说明本文在算法运行效率上

依旧有较大的提升空间. 
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表 1  针对各个点云的均匀重采样质量统计表 

点云名称 算法 容积方差 2L 相对误差 余弦相似度 曼哈顿距离 σ 系数 

牛 

OT 2.42×10−12     0.00527114 0.9999861 0.04588295 0.0496581 

Laplacian 1.57×10−8   0.0364175 0.9993375 0.4516166 0.0342586 

Lloyd 9.04×10−8     0.0850668 0.9964013 1.162502 0.0678963 

WLOP 1.74×10−6     0.383725 0.9336239 5.014445 0.200308 

猫 

OT 1.95×10−10    0.00219604 0.9999976 15.92827 0.0440213 

Laplacian 7.31×10−3    0.0424891 0.9990986 330.6048 0.0356537 

Lloyd 2.54×10−2    0.0782441 0.9969529 632.0729 0.0593956 

WLOP 4.04×10−2     0.0998851 0.9950485 800.7224 0.0570439 

人体 

OT 2.38×10−13     0.00366317 0.9999933 0.07642399 0.0487861 

Laplacian 6.46×10−8 0.4524367 0.9990314 0.9719213 0.0400399 

Lloyd 2.73×10−7     0.0883988 0.9961156 2.019054 0.0681321 

WLOP 8.88×10−7     0.163285 0.9869298 3.637002 0.09242 

 
 

 
图 4  针对各个点云的功率谱分析图(均匀重采样), 第一列

为算法输出的重采样点集, 第二列为最终的容积误差图(颜

色愈趋向于蓝色说明容积误差愈低), 第三列为重采样点集

的功率谱图, 第四列为重采样点集的径向平均功率谱图和

各向异性图 

 

4.2.3  蓝噪声性质 
 本文使用 DDA 算法计算本文算法最终输出的

重采样点集的功率谱, 径向平均功率谱和各向异

性, 以此来展示本文算法结果的蓝噪声性质, 其结

果如图 4 所示, 第二列中区域颜色愈趋向于蓝色表

示该区域的容积相对误差愈小. 图中一共展示了 3 

 
图 5  针对各个点云的均匀重采样结果图, 第一列为原始点

云, 第二列为 WLOP 算法的重采样结果, 第三列为 Lloyd 算

法的重采样结果, 第四列为图 Laplacian 算法的重采样结果, 

第五列为本文算法的重采样结果 

 
个点云模型的结果, 分别为牛、猫与老鼠点云. 所
有点云的重采样点数目均为 10,000, 迭代次数为 10
次. 可以看出, 本文算法得到的重采样点集是具有

较强的蓝噪声性质的. 
 
4.2.4  与其它算法的比较结果 

本文将 3 个点云模型作为实验对象（分别是图

5 中的牛、猫与人体点云）, 与图 Laplacian 算法[17],
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表 2  针对各个点云的带密度重采样质量统计表 

点云名称 算法 容积方差 2L 相对误差 余弦相似度 Tanimoto 系数 曼哈顿距离 

人脸 

OT 3.96×10−10   0.0966698 0.99536 0.007203377 0.06115673 

Laplacian 2.68×10−9    0.25157 0.9697833 0.007159624 0.06960397 

Lloyd 5.82×10−10     0.116133 0.993324 0.007195006 0.08208054 

球 

OT 8.76×10−11     0.0186337 0.9998264 0.01138881 0.005808581 

Laplacian 1.14×10−9    0.0662723 0.9978112 0.01137903 0.04993776 

Lloyd 3.55×10−9   0.115586 0.9933861 0.0113539 0.09095023 

 
Lloyd[10], WLOP[8]三种算法进行比较. 实验点云的 
重采样点数目均为 5,000, 迭代次数为 10 次, 结果

如图 5 所示. 为了保证公平的结果对比, 本文的

Lloyd 算法、图 Laplacian 算法和 WLOP 算法均采用

了作者提供的代码进行结果的输出, 并且在同一台

机器上进行了所有测试. 从图 5 可以明显看出, 
WLOP 算法难以产生均匀分布的重采样点集, 会
受到原始点云较大的影响; 而其它方法均在视觉上

可以产生均匀分布的重采样点集. 
我们再用 4.1 节中介绍的衡量指标来量化各个

算法的结果, 使得我们的结果比较更为客观严谨. 
各个算法针对上述 3 个点云计算的指标结果如表 1
所示. 其中, 经加粗的数据表示在同一指标中表现

最为优异. 可以看出, 本文算法尽管在σ 系数这个

指标上较劣于图 Laplacian 算法, 但在其它指标(尤
其是容积方差与 2L 相对误差上) 的比较中, 本文算

法都远远优于其它算法, 说明在进行均匀重采样的

作业时, 本文算法是一个较优选择. 
 

4.3  带密度的重采样 

带密度的重采样指的是用户指定的目标密度

函数 ( )xρ 并非常数函数的情形. 在这种情形下, 本
文算法使得重采样点集的分布符合用户预先指定

分布, 如图 6 所示. 在接下来的实验当中, 本文依

旧将算法回溯线搜索的次数设置为 5 次.  

 

4.3.1  蓝噪声性质 
以每个重采样点的平均曲率值为其目标密度

值 , 即 1 2( ) ( ( ) + ( )) / 2x x xρ κ κ= , 1( )xκ 与 2 ( )xκ 均

表示在点 x 处的主曲率, 本文算法通过 CGAL 进行

主曲率的计算 . 所有点云的重采样点数目均为

10,000, 迭代次数为 10 次, 最终我们可以得到如图

7所示的功率谱分析结果. 与图4相比, 增加的一列

(即第一列) 表示原始点云的平均曲率场, 区域颜色 

 

a) 原始点云(含 3600,000 个点) 

 
b) 重采样点集(含 50,000 个点) 

图 6  针对龙点云的带密度重采样结果, a)表示原始点云, 
其中颜色表示点的平均曲率, 点的颜色愈趋向于红色表示

该区域平均曲率越大, b)表示重采样点集. 最终的 RPC 容积

方差为 0.0108436 
 
愈趋向于红色, 说明该区域的平均曲率值越大, 反
之亦然. 第二列为本文算法输出的重采样点集, 从
图中也可以明显看出, 平均曲率值越大的区域, 重
采样点的分布越密集, 较好地实现了自适应控制密

度的目的, 结果图还表明, 本文算法输出的重采样

点集依旧具备一定的蓝噪声性质. 
 

4.3.2  与其它算法的比较结果 
接下来将目标函数设置为 ( , , ) (( / 2x y z xρ = +   

0.7)( / 2 0.75) 1.5)( / 2 0.8) 0.7y z+ + + + 这样一个自

定义的密度函数, 其中 ( , , )x y z 是 RPD 上任意一点
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的三维坐标. 与图 Laplacian 算法, Lloyd 算法两种

算法 (WLOP 算法不适用于带密度的点云重采样) 
进行了 5 个指标(σ 系数仅能用于衡量均匀重采样

的结果) 的比较. 实验中点云的重采样点数目均为

5,000, 迭代次数为 10 次, 结果如表 2 与图 8 所示. 
可以看出, 对于两个实验模型, 本文的算法结果基

本都优于其它两种算法, 说明本文算法较好地实现

了自适应控制密度的目标. 
 

 
图 7  针对各个点云的功率谱分析图(带密度重采样), 第一

列表示原始点云的平均曲率场, 第二列为算法输出的重采

样点集, 第三列为最终的容积误差图, 第四列为重采样点集

的功率谱图, 第五列为重采样点集的径向平均功率谱图和

各向异性图 

 
图 8  针对各个点云的带密度重采样结果图, 第一列为原始

点云, 颜色表示点的目标密度, 点的颜色愈趋向于红色表示

该区域的目标密度值越大, 第二列为 Lloyd 算法的重采样结

果, 第三列为图 Laplacian 算法的重采样结果, 第四列为本

文算法的重采样结果 

 

4.4  点云抗噪结果 

由于本文在最小二乘法基础之上计算 RPD, 且
每一次迭代都会根据新的重采样点集计算新的

RPD, 这相当于将重采样点不断地投影到其 RPC
上. 因此, 本文算法在面对含有中等强度噪声的原

始点云时具有良好的抗噪能力, 如表 3 与图 9 所示. 
其中, 原始点云含 699,000 个点, 内含大量噪声, 采
用不同算法对该点云均匀重采样 5,000 个点发现, 
图 Laplacian 算法与本文的算法均可以获得较令人

满意的结果. 在实际应用中可以根据噪声强度适当

增加计算局部最佳估计曲面所用的邻点数, 从而提

升重采样点集质量. 

表 3  针对人脸点云的抗噪均匀重采样质量统计表 

算法 容积方差 σ 系数 

OT 3.37×10−10    0.0541701 

Laplacian 6.60×10−8     0.162701 

Lloyd 1.04×10−8     0.0768007 

 

图 9  人脸点云抗噪结果, 第一列表示原始点云, 第二列表

示Lloyd算法的抗噪结果, 第三列为图Laplacian算法的抗噪

结果, 第四列为本文算法的抗噪结果 

 

4.5  收敛性分析 

值得强调的是, 该目标函数是不具备单调性

的, 因此无法直接采用单调收敛定理证明其收敛

性. 我们更多的关注点是放在经算法运行后重采样

点集的位置上, 当固定重采样点集的权重时, 目标

函数关于重采样点的位置的驻点是目标函数的极

小值点; 每一次对重采样点集的位置进行优化后, 
目标函数的值都会进行一定程度的下降. 然而, 在
每一次的权重优化以后, 目标函数值可能上升.于
是随着迭代过程的进行, 目标函数值极有可能发生

波动, 无法保证单调性. 
但我们若将每一次迭代得到的目标函数值构

成一个序列, 当目标密度函数在 RPD 上是有界

时, 易证该序列是有界的, 则由维尔斯特拉斯定理

可知该序列至少存在一个收敛的子列. 从而本文算

法具备部分收敛性. 
由于优化过程中涉及大量非线性优化, 其收敛

情况较依赖原始点云和大量参数. 本文算法主要在
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处理下述两类特殊点云时表现往往无法尽如人意, 
无法保证收敛到较优的结果, 如图 10、11 所示. 
 

   

a) 原始点云 b) 输出的重采样点集 c) 输出的 RPD 

图 10  原始点云含 115,000 个点, 输出的重采样点集大小为

10,000, 迭代次数为 10 次 

 

(1) 当原始点云含有较为尖锐的特征边时(如与建

筑物相关的点云), 本文算法在尖锐特征边附近得

到的重采样点分布较为糟糕. 这主要是因为本文采

用二次曲面类型去进行局部最佳估计曲面的生成, 
而二次曲面通常较难拟合尖锐边缘.  
(2) 当原始点云中含有大量离群点或者原始点云表

示的隐藏曲面是非封闭曲面时, 这时需要调整局部

最佳估计网格的半径, 若将半径设置得较大, 在顶

点优化的过程当中容易产生点离开隐藏曲面的现

象; 而若将半径设置得较小, 则由于点与其 RPC 重

心位置基本重合, 在算法的顶点位置优化过程当中

便会一直滞留原处. 尽管可以通过调整其它算法参

数, 如增加用于计算局部最佳估计网格的邻点数量

来缓解该现象, 但调参的过程依旧是较为繁琐的. 
 

 

图 11  对图 9 中的模型执行 100 次算法, 最终的 RPC 容积

方差为 357.929, 可以看出, 尽管 RPC 容积方差呈收敛趋势, 

但依然无法收敛到一个较优的重采样结果. 

 

5 结  语 

本文通过最优传输理论将重采样问题转化为

最优化问题 , 在推导得到目标函数的梯度及

Hessian 矩阵之后, 通过阻尼牛顿法与梯度下降法

对目标函数进行交叉优化, 形成了具有较强通用性

的点云重采样框架. 最后, 本文基于各种指标, 与
其它点云重采样算法进行了全面客观的横向比较. 
结果表明, 本文在自适应控制密度, 蓝噪声性质等

方面都不弱于其它经典算法.  
 除了 4.5 节中讨论的两类特殊点云之外, 当用

户指定的重采样点数量过少时本文算法表现不佳, 
在处理较大的重采样点集时运行时间过长等, 也都

是未来值得改进的问题. 
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附录. 目标函数的梯度及Hessian矩阵推导 
重述相关符号说明: ije 为连接 ix 和 jx 的边; *

ij
e 为关于 ix 和 jx 的等分面; ije

τ
为 ije 在三角形τ 上的投影长度; ijT 为等

分面 *
ij

e 相交的三角形的指标集; ijρ 为密度函数在 *
ije M 上的平均值; iΩ 为 ix 所有 1-邻域点的指标集. 

定义 .  我们将垂直于相邻两点连线的一个超平面称之为一个等分面 , 该超平面距离其中一个重采样点 ix 的距离为
2| |
2 | |

ij i j
ij

ij

e w w
d

e
+ −

= , 其中重采样点 ix 与 jx 的等分面距离 ix 的距离是由 ix 与 jx 的权重 iw 与 jw 共同决定的. 

当出现两个重采样点对应的局部最佳估计网格被 ix 与 jx 之间的等分面切割的情形时(如图 12a 所示), 此时两者的 RPC

均关于权重 iw 与 jw 连续变化, 可以将 Reynolds 传输定理运用到梯度及 Hessian 矩阵的推导当中; 而当两个局部最佳估计网

格未被其对应的等分面切割时, 说明无法直接使用 Reynolds 传输定理, 此时对应的 Hessian 矩阵元素为 0, 无需计算. 
 在接下来的部分中, 我们首先来推导目标函数的梯度 ,

i iw x∇ ∇ . 我们假设当我们对某个权重 iw 或者某个重采样点位置

ix 施加一个充分小的扰动时, 只有邻居点的RPC{ | }j iP j∈Ω 会发生改变. 需要注意的是, 因为相邻的局部最佳估计网格之间

的间隙的存在, 此处 ijT 一般不等于 jiT , 如图 13 a 所示. 再令 ( )
i

i P
m x dρ σ= ∫ . 而在固定区域上剖分出来的各个 RPC 的容积之

和总是一个常数, 即 .i
i

m mγ=∑  分别对于 ,i iw x 求导得到 0,
i i

i

w i w j
j

m m
∈Ω

∇ + ∇ =∑  0.
i i

i

x i x j
j

m m
∈Ω

∇ + ∇ =∑  

 

         

a) 经切割的局部最佳估计网格    b) 未经切割的局部最佳估计网格 

图 12  局部最佳估计网格示意图 
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引理 1  重采样点 jx 对应的 RPC 的容积 jm 对于重采样点 ix 的权重 iw 的梯度为 
* * *| | | | | |( ).

2 | | 2 | | 2 | |i
iij ik kil l l

ij ij l ik ik l ki ki l
w j

kl T l T l Tij ik ki
k j

e e em
e e eτ τ τ

ρ τ ρ τ ρ τ
∈Ω∈ ∈ ∈
≠

∇ = − + − + −∑ ∑ ∑ ∑
        (10) 

证明  由 Reynolds 传输定理, 注意到 ( )xρ 是与 ( , )i ix w 相互独立的, 我们有 

*

* * *

( )

           = ( ) ( ( ) ( ) ),

i i
jk l

j jk

i i i
l ik l ki l

i ik k
ij

j ii

w j we
k l T

w w we e ekl T l T l T
k j

m x v ds

x v ds x v ds x v ds

τ

τ τ τ

ρ

ρ ρ ρ

∈Ω ∈

∈Ω∈ ∈ ∈
≠

∇ = ⋅

− ⋅ − ⋅ + ⋅

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫



  

b

b b b
   (11) 

其中, 
i iw wv x= ∇ 中的 x 指的是等分面 *

ije 和三角形 lτ (其法线为
l

nτ , 网格上的点为
l

pτ ) 的交集上的点, b 是边界点处指向外

侧的法线. 接下来我们需要计算
iwv , 由于间隙的存在, 我们需要分成两部分去计算(上标代表属于哪一侧, 如 ( )ix 表示落在属

于重采样点 ix 的 RPC 上的边界点). 其中各变量含义可参考图 13 b. 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0,     ( ) 0,

( ) ( ) 0,    ( ) 0.
l l

l l

i i i i
j i ij

j j j j
j i ij

x x x c x p n

x x x c x p n
τ τ

τ τ

− ⋅ − = − ⋅ =

− ⋅ − = − ⋅ =
 

此外, ( )
2

,
2

ij i jij
ij i j i ij

ij ij

e w wd
c x x x d

e e

+ −
= + − = . 注意到边界点处指向外侧的单位法向量为 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
,     .l l l l

l l l l

i i j j
j i j i j i j ii j

i i j j
j i j i j i j i

x x x x n n x x x x n n
b b

x x x x n n x x x x n n

τ τ τ τ

τ τ τ τ

− − − ⋅ − − − ⋅
= =

− − − ⋅ − − − ⋅
 

从而 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 , ,
22

1 1 , .
22

i

l l l

i

l l l

i i
w iji i

ijj i j i

j j
w jij j

jij i j i

x b l T
ex x x x n n

x b l T
ex x x x n n

τ τ τ

τ τ τ

∇ ⋅ = = ∀ ∈
− − − ⋅

∇ ⋅ = = ∀ ∈
− − − ⋅

                    (12) 

     

  a)                b) 

图 13  a 中由于间隙的存在, ijT 一般不等于 jiT , b 为推导过程中用到的各变量的几何示意图 
 

将式(12)代入式(11)式则命题得证. 仿照引理 1 的证明思路, 我们可得引理 2. 

 
引理 2  设重采样点 jx 对应的 RPC 的容积 jm 对于重采样点 ix 的位置的梯度为 

       

*

* *

*

* *

* *

* * * *

( )

( ) ( )
     ,

l

i

l l

ik l ki l

i

i

ik ik ki ki
l l l l

j

ij ij

e l
x j ij

l T l T

ik l

ij
ij

ij i

ki le e
ik ik ki

k l T l T l T l Tik ik ki ki
j

j

k

k

i

x xds e
m m

e e

x xds x xdse e
m m

e e e e

τ

τ τ

τ τ

τ τ τ τ

ρ τ
ρ

ρ ρτ τ
ρ ρ

∈ ∈

∈Ω ∈ ∈ ∈ ∈
≠

−
∇ = − +

 − −
 − + −  
 

∫
∑ ∑

∫ ∫
∑ ∑ ∑ ∑ ∑



 



 
        (13) 

其中 ( )2
1 ij

ij i j i
ij

d
m x x x

e

 
 = − + − −
 
 

. 

 稍微回顾一下我们之前提及的能量函数的 2( , ) ( ) || || .
i

iP
i

X W x x x dxρ= −∑∫E  我们可以利用上面得到的引理, 推导出能量
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函数关于重采样点位置 ix 与权重 iw 的梯度, 从而可得定理 1. 类似地可证得定理 2. 

定理 1  设 ( ) /
i

i iP
b x x dx mρ= ∫ , 则能量函数 ( , )X WE 关于重采样点的位置 ix 的梯度为 

                       2 ( ) ( ) ,
i i

i

x i i i j i x j
j

m x b w w m
∈Ω

∇ = − + − ∇∑E                          (14) 

定理 2  能量函数 ( , )X WE 关于重采样点的权重 iw 的梯度为 

                           ( ) .
i i

i

w j i w j
j

w w m
∈Ω

∇ = − ∇∑E                              (15) 

 接下来便可分别由定理 1 与 2 求得能量函数 ( , )X WF 的梯度： 

定理 3  目标函数 ( , )X WF 分别关于重采样点的权重 iw 的与位置 ix 的梯度为 

                           
( , ) ,

( , ) 2 ( ).
i

i

w i

x i i i

X W m

X W

m

m b x

∇ =

∇ = −

−F

F
                             (16) 

 由引理 1, 定理 3 及等式 0,
i i

i

w i w j
j

m m
∈Ω

∇ + ∇ =∑ 我们可以直接得到 

定理 4  目标函数 ( , )X WF 关于重采样点的权重 iw 的 Hessian 矩阵为 

        

* * *

[ ] ,
2 2 2

[ ] [ ] .

ji j jk kj
l l l

i

l jk l kj ljk kj
ij

kl T l T l Tjk kj
k i

ii ij

ji

i

j

ij

j

e e e
H

e e e

H H

τ τ τ

τ τ τρ ρ ρ

∈Ω∈ ∈ ∈

≠

∈Ω

 
 = − + − + −
 
 

= −

∑ ∑ ∑ ∑

∑

  
F

F F

               (17)
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