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摘  要 贝叶斯网络分类器（BNC）由于其优越的分类性能和可解释性在数据挖掘和人工智能等领域有着广泛的应用。信

息论为其迅速发展奠定了坚实的数学理论基础，例如条件互信息被用来度量 BNC 拓扑结构中属性间的条件依赖关系。然而，

贝叶斯网络又被称为因果网络，但目前人工智能等领域中有关贝叶斯网络因果关系的研究是一个很有争议性的课题。属性间

因果性的定义远比相关性的定义复杂微妙很多。而条件互信息可能不适用于度量 BNC 整体拓扑结构对数据的拟合性，并且

其表达式的对称性决定了其只能描述属性之间的无向相关性，而非有向因果性。本文从信息熵的角度对贝叶斯网络中的因果

关系进行了探索性的研究，首先基于对似然函数定义了联合熵函数与贝叶斯网络拓扑结构中联合概率分布的映射关系，然后

在此基础上提出了类条件熵和局部条件熵函数来识别拓扑结构中属性间的因果关系。最后提出了一种基于类标签驱动的启

发式结构学习方法来构建可以兼顾有标签数据拟合和无标签数据泛化的 BNC（记为 HBN）。对美国加州大学欧文分校（UCI）

机器学习数据库中 35 个数据集的实验评估表明，本文所提出算法与其它算法相比在分类性能上具有显著优势，例如 HBN 在

0-1 损失函数上明显优于 CFWNB（17 优 5 劣）、SKDB（14 优 5 劣）、AIWNB（17 优 7 劣）；在偏差上 HBN 与 CFWNB 相

比 26 优 6 劣，与 SKDB 相比 10 优 5 劣，与 WAODE 相比 15 优 7 劣，与 RF 相比 29 优 4 劣，与 AIWNB 相比 22 优 6 劣。

由于 CFWNB、WAODE、AIWNB 没有结构学习过程，其拓扑结构不受训练数据扰动的影响。这三种算法的方差显著低于其

它算法。而 HBN 的局部拓扑结构能充分体现测试实例中隐含的因果关系，在一定程度上减轻训练数据过拟合带来的负面影

响。因此，与 SKDB 和 RF 相比 HBN 的方差结果均明显占优（20 优 9 劣，26 优 3 劣）。与其他算法相比，HBN 的 0-1 损失

函数和偏差结果分别平均提高了 6.06%和 12.65%。与 SKDB 和 RF 相比，HBN 的方差结果平均提高了 16.49%。HBN 为不

确定性知识表示和推理提供了一种有效和可行的方法。 
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Abstract Bayesian network classifier (BNC) has been widely used in the data mining, artificial intelligence and 

other fields due to its excellent classification performance and interpretability. Information theory has established a 

strong mathematical and theoretical basis for its rapid development. For example, conditional mutual information 

is widely used to measure the conditional dependence between attributes in the topology structure of BNC. However, 

Bayesian network is also called causal network, the research on causality in the Bayesian network is a controversial 

topic in the artificial intelligence and other fields. The definition of causality between attributes is much more 

complex and subtler than that of correlation. Conditional mutual information may be not suitable for measuring the 
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extent to which the global topology structure of BNC fits data, and the symmetry of its expression determines that 

it can only describe the undirected correlation between attributes, not the directed causality. An exploratory research 

is carried out in the causal relationship of Bayesian networks from the perspective of information entropy. This 

paper firstly defines the mapping relationship between the joint entropy function and the joint probability 

distribution within the Bayesian networks from the perspective of the log-likelihood function, and then proposes 

the class conditional entropy function and local conditional entropy function based on the joint entropy function to 

identify the causal relationships between attributes in the topology structure. Finally, a label-driven heuristic 

structure learning method is proposed to build a BNC that can balance labeled data fitting and unlabeled data 

generalization, which is named HBN. Experimental evaluation on 35 datasets from the UCI machine learning 

repository shows that the proposed algorithm enjoys significant advantages in terms of classification performance 

over other state-of-the-art algorithms. For example, in terms of 0-1 loss function, HBN beats the algorithm of 

correlation-based feature weighting filter for naive Bayes (CFWNB) on 17 datasets and loses 5, beats selective k-

dependence Bayesian classifier (SKDB) on 14 datasets and loses 5, beats attribute and instance weighted naive 

Bayes (AIWNB) on 17 datasets and loses 7. In terms of bias, HBN beats CFWNB on 26 datasets and loses 6, beats 

SKDB on 10 datasets and loses 5, beats AIWNB on 22 datasets and loses 6. Besides, when compared with ensemble 

algorithms, HBN also achieves significant advantages over weighted average one-estimators (WAODE: 11 wins 

and 2 loses in terms of 0-1 loss; 15 wins and 7 loses in terms of bias) and random forest (RF: 19 wins and 9 loses 

in terms of 0-1 loss; 29 wins and 4 loses in terms of bias). Variance-wise, CFWNB, WAODE and AIWNB have no 

structure learning and are irrelevant to the variation of training data, thus they enjoy lower variance results. The 

local topology of NBN can fully reflect the implicit causality in test instances, and reduce the negative impact of 

training data over fitting to a certain extent. Thus, HBN has significant advantages in terms of variance over SKDB 

(20 wins and 9 loses) and RF (26 wins and 3 loses). Compared with other algorithms, the average 0-1 loss and bias 

results of HBN are improved by about 6.06% and 12.65%. Compared with SKDB and RF, the average variance 

results of HBN is improved by about 16.49%. HBN is effective and feasible for uncertain knowledge representation 

and reasoning. 

Key words Bayesian network classifier; log likelihood function; joint entropy; conditional entropy; cross entropy 
 

 

1 引言 

分类是人工智能与机器学习领域最重要的任

务之一，其核心问题是从数据中学习一个分类模型

或分类决策函数，建立从输入空间𝑋到输出空间𝑌的

映射，表达为条件概率分布𝑃(𝑌|𝑋)或决策函数𝑌 =

𝑓(𝑋)的形式[1]。前者表示给定输入条件下输出的概

率模型，例如朴素贝叶斯（Naïve Bayes，NB）和隐

马尔科夫；后者表示输入到输出的非概率模型，例

如 k 近邻和支持向量机。在众多分类器中，贝叶斯

网络分类器（Bayesian network classifiers，BNCs）
[2]为不确定性条件下的知识表示和推理提供了一种

强大的工具。以有向无环概率图形式的拓扑结构描

述变量间关联性，广泛应用于各种领域[3-8]。 

信息论[9]为 BNC 的迅速发展奠定了坚实的数

学理论基础，例如为克服 NB 的条件独立性假设，

研究人员普遍采用条件互信息来度量 BNC 拓扑结

构中属性之间的条件依赖关系，并由此衍生了由一

阶树增广型朴素贝叶斯（Tree-augmented Naive 

Bayes，TAN）[10]到任意 k 阶依赖的贝叶斯网络分类

器（k-dependence Bayesian network classifier，KDB）
[11]的单模型族，以及以平均一阶依赖估测器

（Averaged one-dependence estimators，AODE）[12]

为代表的集成模型族。然而基于信息测度（如条件

互信息）识别属性间依赖关系并构建贝叶斯网络拓

扑结构，并不能精准表达在不同属性取值情况下依

赖关系的动态变化[13]。此外，虽然贝叶斯网络又被

称为信念网络或者因果网络，但条件互信息表达式

的对称性决定了其只能描述无向依赖关系（而非有

向因果关系）。基于贝叶斯网络拓扑结构的有向无

环特性，现有的贝叶斯网络模型基本上均人为定义

弧定向策略，并不能体现真正的因果关系。 

  本文在实验中发现，条件互信息实质上是度量
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条件依赖和条件独立两种局部拓扑结构分别编码

数据集所需的平均比特数之差，而不能用于度量整

体拓扑结构的数据拟合性，最终构建的 BNC 模型

将是次优的。因此，本文从对数似然函数的角度来

定义联合熵函数与 BNC 拓扑结构中联合概率分布

的映射关系，以条件熵来识别拓扑结构中属性依赖

关系并证明其合理性。针对贝叶斯网络的因果关系

表达，从信息熵的角度进行了分析和解释。在此基

础上，提出基于类标签驱动的启发式结构学习方法

来构建可以兼顾数据拟合和泛化的 BNC。 

为方便叙述与理解，首先约定文中符号的基本

含义。大写字母（例如：𝑋𝑖，𝑌）表示变量（或属性），

小写字母（例如：𝑥𝑖，𝑦）表示对应的变量取值。大

写黑体（例如：𝑿，𝜫）表示变量的集合，小写黑体

（例如：𝒙，）表示对应的变量集合的取值。𝜫𝑖
ℬ表

示属性𝑋𝑖在拓扑结构ℬ中的父节点属性集合。 

 本文的具体贡献如下: 

1) 从对数似然的角度出发，提出熵函数𝐻ℬ的

概念来度量 BNC 拓扑结构ℬ中所蕴含的信息量，推

导并证明以条件熵𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑌)来度量属性之间因

果关系的合理性。 

2) 提出类条件熵和局部条件熵来分别度量ℬ

中属性（或属性值）间所涉及的一般（或特殊）因

果关系。最终的分类决策由基于交叉熵的模型匹配

算法实现。 

3) 本文使用美国加州大学欧文分校（UCI）机

器学习数据库[14]中的 35 个数据集进行实验，其中

数据集规模∈[24, 299285]，类标签个数∈[2, 50]。实

验结果验证了本文所提出算法在 0-1 损失函数、偏

差和方差方面上的有效性和可靠性。 

2 相关工作 

 一般来说，BNC 是用来表示一组属性𝑿 =

{𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛}之间概率依赖关系的图模型ℬ =

⟨𝒢, θ⟩，其中𝒢 = ⟨𝑽, 𝑬⟩ 表示有向无环图，V 为节点

集，与拓扑结构中的变量（或属性）相对应；E为

有向边集，表示变量之间的依赖关系；θ为每个节点

所对应条件概率表。假设已知 BNC 的拓扑结构ℬ，

对于类标签未知的测试实例𝒙 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}，

BNC 将基于最大后验概率准则预测 𝒙 最可能隶属

的类标签 𝑦∗ ∈ 𝑌 = {𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑚}，具体表达如下： 

𝑦∗ = argmax
𝑦∈𝑌

 𝑃ℬ(𝑦|𝒙) = argmax
𝑦∈𝑌

𝑃ℬ(𝒙, 𝑦 
 )

𝑃ℬ(𝒙)

      ∝ argmax
𝑦∈𝑌

𝑃ℬ(𝒙, 𝑦 
 )

      = argmax
𝑦∈𝑌

𝑃(𝑦)∏𝑃(𝑥𝑖|𝑖
ℬ, 𝑦 
 )

𝑛

𝑖=1

      (1)  

其中 𝑖
ℬ 表示 ℬ 中属性 𝑋𝑖 的父节点属性值集合。 

利用对数似然函数来评价分类器对训练数据

的拟合程度是学习 BNC 的有效方法之一[15] [16]。对

于训练数据集 𝒟 中的任意实例 d ={𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑦}，

对数似然函数log𝑃ℬ(𝑑)可以根据概率分布𝑃ℬ(𝑑)来

度量 ℬ 描述实例 𝑑 所需的比特数[10]。从统计学角度

而言，对数似然函数取值越高，说明 ℬ 对 𝑑 拟合得

越好。给定含有 N 条实例的训练集 𝒟，𝐿𝐿ℬ(𝒟)可以

度量 ℬ 中所蕴涵的用于描述 𝒟 的信息量，其定义如

下： 

                 𝐿𝐿ℬ(𝒟) = ∑𝑁 ∙ 𝑃(𝑑)

𝑑∈𝒟

log𝑃ℬ(𝑑)           (2) 

其中𝑁 ∙ 𝑃(𝑑)表示 𝑑 在 𝒟 中出现的次数。如果训练

数据规模足够大，则𝑃(𝑑)和𝑃ℬ(𝑑)的估计值将分别

逼近于真实联合概率分布𝑃(𝒙, 𝑦)和从 ℬ 中学习到

的概率分布𝑃ℬ(𝒙, 𝑦)。因为对于不同的 BNC, 

𝐿𝐿ℬ(𝒟)中的参数 N 可以视为常量，不会影响比较结

果，结合公式（1）和（2）可以得到如下所示的联

合熵函数𝐻ℬ:  

𝐻ℬ = −∑𝑃(𝒙, 𝑦 
 ) log𝑃ℬ(𝒙, 𝑦 

 )

𝑌, 𝑿

 

       = −∑𝑃(𝒙, 𝑦 
 ) log {𝑃(𝑦)∏𝑃(𝑥𝑖|𝑖

ℬ , 𝑦 
 )

𝑛

𝑖=1

}

𝑌, 𝑿

       = −∑𝑃(𝒙, 𝑦 
 ) log𝑃(𝑦)

𝑌, 𝑿

            −∑∑𝑃(𝒙, 𝑦 
 ) log𝑃(𝑥𝑖|𝑖

ℬ , 𝑦 
 )

𝑛

𝑖=1𝑌, 𝑿

       = −∑𝑃(𝑦) log𝑃(𝑦)

𝑌

            −∑ ∑ 𝑃(𝑥𝑖 ,  𝑖
ℬ , 𝑦 
 ) log𝑃(𝑥𝑖|𝑖

ℬ , 𝑦 
 )

𝑌, 𝑋𝑖,
 𝜫𝑖
ℬ

𝑛

𝑖=1

       = 𝐻(𝑌) +∑𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑌 
 )

𝑛

𝑖=1

(3) 

公式（3）表明，为了使得对数似然函数

log𝑃ℬ(𝑑)取值统计极大化，需要找到能使得联合熵

函数𝐻ℬ最小的网络拓扑结构。从信息论的角度对
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𝐻ℬ的解释是，它可以度量对数据集 𝒟 中实例进行编

码所需的平均比特数，因此可以用来评估 ℬ 的合理

性。 

 如图 1 所示，NB 假设属性之间是相互独立的，

任何属性对之间都不存在有向弧（即𝜫𝑖
NB = ∅），因

此，NB 也是 BNC 中最简单的模型之一。NB 拓扑

结构所对应的联合概率表达式和熵函数𝐻ℬ表达式

如下所示： 

                  

{
 
 

 
 𝑃NB = 𝑃(𝑦)∏𝑃(𝑥𝑖| 𝑦 

 )

𝑛

𝑖=1

𝐻NB = 𝐻(𝑌) +∑𝐻(𝑋𝑖| 𝑌 
 )

𝑛

𝑖=1

                  (4) 

 

图 1  NB 示例 

 在许多实际应用场境中，属性之间的依赖关系

并不总是完全独立的，识别显著性依赖关系以便放

松 NB 的条件独立性假设将有效地提高其分类性能
[17-19]。一般来说，目前现有的改进方法主要从两个

方面展开：NB 拓扑结构的高阶扩展；低阶 BNC 集

成。 

KDB[11]将NB扩展到任意高阶依赖的网络拓扑

结构，即允许每个属性 𝑋𝑖 最多有 k 个非类变量的属

性为其父节点。在 KDB 的学习过程中，所有属性

都要按照互信息的取值进行降序排序。通过比较条

件互信息，每个属性（除了根节点属性）的父节点

仅能从序列中在其之前的属性集合中进行选择。

KDB 网络拓扑结构所对应的联合概率表达式和熵

函数𝐻ℬ表达式如下所示： 

           

{
 
 

 
 𝑃KDB = 𝑃(𝑦)∏𝑃(𝑥𝑖|𝜋𝑖

KDB, 𝑦 
 )

𝑛

𝑖=1

𝐻KDB = 𝐻(𝑌) +∑𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
KDB, 𝑌 

 )

𝑛

𝑖=1

       (5) 

其中|𝜋𝑖
KDB| = |𝜫𝑖

KDB| ≤ 𝑘。当𝑘 = 2时，KDB 示例

如图 2 所示。KDB 对属性规模和结构复杂度的限定

性为后续的改进研究提供了可能，例如綦小龙等人
[20]针对基于约束的方法存在的序依赖、高阶检验等

问题，采用度量信息矩阵和“偷懒”启发式策略构

建高阶贝叶斯网络结构。Martínez 等人[21]以均方根

误差（Root mean square error，RMSE）为目标函数，

采用余一校验法自适应选择最优属性子集和依赖

阶数 k。 

 

图 2  KDB 示例（k=2） 

 不同于结构扩展，通过构建多个低阶 BNC 进行

集成的方式也可以有效提高 BNC 的分类性能，例

如 Webb 等人[12]所提出的 AODE 是由𝑛个一阶依赖

的估测器（One-dependence estimators，ODE）所集

成，其中𝑛代表属性数目，如图 3 所示，每个 ODE

顺序选择属性𝑋α和类变量𝑌为其它所有属性的超父

节点，并假设非超父节点之间条件独立，其中1 ≤

α ≤ 𝑛。每个 ODE 网络拓扑结构所对应的联合概率

表达式和熵函数𝐻ℬ表达式如下所示： 

{
 
 

 
  𝑃ODE

𝛼 = 𝑃(𝑥α, 𝑦 
 ) ∏ 𝑃(𝑥𝑖|𝑥α, 𝑦 

 )

𝑛

𝑖=1,𝑖≠𝛼

 𝐻ODE
𝛼 = 𝐻(𝑋α, 𝑌 

 ) + ∑ 𝐻(𝑋𝑖|𝑋α, 𝑌 
 )

𝑛

𝑖=1,𝑖≠𝛼

      (6)  

 

图 3  AODE 示例 

 AODE 采用平均加权法对每个 ODE 子模型都

赋予相同的权重。然而在现实中，不同子模型的条

件独立性假设相对于同一个样本的拟合程度不同，

同一模型的条件独立性假设相对于不同样本的拟

合程度也不同。加权法对于区分各子模型的差异性

是最有效的方法之一，段智议等人[22]针对 ODE 子

模型对不同样本的拟合差异性，通过权系数分配来

体现属性与类变量间的相关性以及属性间的条件

相关性。向忠良等人[23]基于超父变量与非超父变量

的相关性计算权重。 
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3 算法介绍 

3.1  可行性及相关概念 

 如图 4 所示，包含两个属性𝑋𝑖 , 𝑋𝑗的局部 BNC 拓

扑结构可以表达为条件依赖和条件独立两种形式，

其对应的条件联合概率分别为 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗|𝑦)和

𝑃(𝑥𝑖|𝑦)𝑃(𝑥𝑗|𝑦)。 

 

(a) 条件依赖         (b) 条件独立 

图 4  属性𝑋𝑖与𝑋𝑗之间条件依赖(a)和条件独立(b)示例 

可以将条件互信息的𝐼(𝑋𝑖; 𝑋𝑗| 𝑌)改写为如下形式： 

𝐼(𝑋𝑖; 𝑋𝑗| 𝑌 
 ) = ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑦) log

𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗|𝑦)

𝑃(𝑥𝑖|𝑦)𝑃(𝑥𝑗|𝑦)𝑋𝑖,𝑋𝑗,𝑌

= ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑦) log 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗|𝑦)

𝑋𝑖,𝑋𝑗,𝑌

      − ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑦) log 𝑃(𝑥𝑖|𝑦)𝑃(𝑥𝑗|𝑦)

𝑋𝑖,𝑋𝑗,𝑌

= {∑𝑃(𝑦) log 𝑃(𝑦)

𝑌

      + ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑦) log 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗|𝑦)

𝑋𝑖,𝑋𝑗,𝑌

}

     −  {∑𝑃(𝑦) log 𝑃(𝑦)

𝑌

     + ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 , 𝑦) log 𝑃(𝑥𝑖|𝑦)𝑃(𝑥𝑗|𝑦)

𝑋𝑖,𝑋𝑗,𝑌

}

(7) 

比较公式（3）和（7）所示的联合熵和条件互信息

表达式可知，𝐼(𝑋𝑖; 𝑋𝑗| 𝑌)实质上是比较条件依赖和

条件独立两种局部拓扑结构分别编码数据集所需

的平均比特数之差，适用于验证局部结构的相对合

理性而非全局结构最优性。此外，条件互信息表达

式的对称性决定了其只能描述属性之间的无向相

关性，而非有向因果性。BNC 只能通过人工定向的

方式构建有向无环图。以 TAN 为例，它构建的最大

权重跨度树的定向方式是：通过选择一个根节点并

将所有边的方向设置为向外，将这棵无向树转换为

有向树。对于不同的根节点，属性𝑋𝑖与𝑋𝑗之间的边

可能是𝑋𝑖 → 𝑋𝑗或𝑋𝑗 → 𝑋𝑖。很明显，𝑋𝑗 → 𝑋𝑖这样的有

向边只能表达属性𝑋𝑖与𝑋𝑗是条件依赖的，但并不意

味着𝑋𝑗是原因，𝑋𝑖是结果。 

条件熵函数𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑌 
 )描述了在给定𝜫𝑖

ℬ，𝑌前

提下𝑋𝑖的不确定性。如果{𝜫𝑖
ℬ , 𝑌}是原因，𝑋𝑖作为结

果确定发生，则很明显𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ, 𝑌 
 )将变小。而公式

（4）~（6）则严格体现了联合熵函数与联合概率分

布的对应关系，其中条件熵函数𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ, 𝑌 
 )可以在

一定程度上表达父子变量间的有向因果关系（𝜫𝑖
ℬ是

原因，𝑋𝑖是结果）和二者之间的强依赖关系。很明

显，相对于条件互信息，联合熵函数在知识表达和

数据拟合方面具有明显的优势。以数据集 Seer_mdl

为例（详见表 1），条件互信息𝐼(𝑋𝑖; 𝑋𝑗| 𝑌 
 )最大化的

属性对和联合熵𝐻(𝑋𝑖, 𝑋𝑗 , 𝑌)最小化的属性对分别为

{𝑋4, 𝑋7}和{𝑋10, 𝑋12}，二者在不同实例上对应的联合

概率分布如图 5 所示，后者的数据拟合程度明显优

于前者。 

 

图 5  联合概率𝑃(𝑥4, 𝑥7, 𝑦)与𝑃(𝑥10, 𝑥12, 𝑦)在不同实例上的

取值分布示意图 

此外，类似聚类“物以类聚，人以群分”的逻

辑思路，不同类的数据的特征属性关联性应存在一

定程度的差异性。以数据集 Vehicle 为例（详见表

1），如图 6 所示，类条件概率分布𝑃(𝑥14, 𝑥17| 𝑦 
 )在

不同类标签的情况下，拟合不同样本时存在明显的

差异性。可见，属性值之间的关联性相对于属性之

间的关联性具备更细的粒度。识别不同样本间的差

异性依赖特征将有助于提升 BNC 的图式知识表达

性和分类泛化性能。 
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(a) 类标签𝑦0 = van 

 

(b) 类标签𝑦1 = bus 

图 6  给定类标签 𝑦0 (a)和 𝑦1 (b)条件下属性 𝑋14与𝑋17的取

值分布 

定义 1.  类条件熵函数. 给定类标签为 y 的训

练子集𝒟𝑦以及其对应的 BNC 拓扑结构ℬ，类条件

熵𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑦 
 )可用于度量𝒟𝑦中属性间的一般因果

关系， 

 𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑦) = − ∑ 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑖

ℬ, 𝑦)log 𝑃(𝑥𝑖|𝑖
ℬ , 𝑦)

𝑋𝑖,𝜫𝑖
ℬ

 (8)
 

其中𝑖
ℬ表示属性值𝑥𝑖在ℬ中的父节点属性值集合。

公式（8）中涉及的概率计算如下所示： 

             

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑃(𝑖

ℬ, 𝑦) =
1

𝑁
∑𝛿𝑟(𝑖

ℬ, 𝑦)

𝑁

𝑟=1

𝑃(𝑥𝑖 ,𝑖
ℬ , 𝑦) =

1

𝑁
∑𝛿𝑟(𝑥𝑖,𝑖

ℬ , 𝑦)

𝑁

𝑟=1

𝑃(𝑥𝑖|𝑖
ℬ, 𝑦) =

𝑃(𝑥𝑖 ,𝑖
ℬ , 𝑦)

𝑃(𝑖
ℬ, 𝑦)

           (9) 

其中δ𝑟(·)为二值逻辑函数，如果属性值集合在第𝑟

条实例中出现，则为 1；否则为 0。 

由于测试实例𝒙 = {𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛}的所属类标

签未知，预测结果𝑦∗可能是𝑚个类标签中的任意一

个，即𝑦∗ ∈ 𝑌 = {𝑦1,⋯ , 𝑦𝑚}。假设测试实例𝒙属于每

个类标签的概率是相等的，即1 𝑚⁄ 。则可以将𝒙转化

为如下所示的𝑚条伪训练实例 {𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑦𝑖}

（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚）： 

𝒙 = {𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛} =

{
 
 

 
 
{𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑦1}

{𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑦2}

⋮

{𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛, 𝑦𝑚}

， 

并将其添加到训练集𝒟来构成伪训练集𝒫 [13]。类似

于公式（3）中的𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑌 
 )，对于测试实例𝒙，有

如下定义： 

定义 2.  局部条件熵函数. 给定测试实例𝒙 =

{𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛}转化成的伪训练集𝒫以及其对应的

BNC 拓扑结构ℬ，局部条件熵𝐻(𝑥𝑖|𝑖
ℬ , 𝑌 
 )可用于度

量𝒙中属性值间的特殊因果关系， 

𝐻(𝑥𝑖|𝑖
ℬ , 𝑌 
 ) = −∑𝑃̂(𝑥𝑖 ,  𝑖

ℬ, 𝑦 
 ) log 𝑃̂(𝑥𝑖|𝑖

ℬ, 𝑦 
 )

𝑌

  (10) 

其中 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑃̂(𝑖

ℬ, 𝑦) =
1

𝑁 + 1
[∑𝛿𝑟(𝑖

ℬ , 𝑦)

𝑁

𝑟=1

+
1

𝑚
]

𝑃̂(𝑥𝑖 ,𝑖
ℬ , 𝑦) =

1

𝑁 + 1
[∑𝛿𝑟(𝑥𝑖 ,𝑖

ℬ , 𝑦)

𝑁

𝑟=1

+
1

𝑚
]

𝑃̂(𝑥𝑖|𝑖
ℬ, 𝑦) =

𝑃̂(𝑥𝑖 ,𝑖
ℬ , 𝑦)

𝑃̂(𝑖
ℬ, 𝑦)

   (11) 

3.2  基于熵函数𝑯𝓑的启发式贝叶斯网络集成模型 

如图 7 所示，本文提出构建基于熵函数𝐻ℬ的启

发式贝叶斯网络集成模型（𝐻ℬ -based Bayesian 

network ensemble classifier，记为 HBN）。首先根据

类标签 y 取值的不同将 𝒟 划分为𝑚个训练子集。针

对每个训练子集𝒟𝑦，基于类条件熵最小原则确定属

性次序以及父子属性之间的因果关系，并构建子模

型HBN𝑦。然后将测试实例 𝒙 预分配类标签并拓展

成伪训练集 𝒫，基于局部条件熵最小原则确定属性

值之间的因果相关性并构建子模型HBN𝒙。最终的

分类决策将由这𝑚+ 1个子模型集成实现。 

对于训练子集𝒟𝑦而言，𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ , 𝑦)的取值越

小，𝑋𝑖与{𝜫𝑖
ℬ , 𝑦}之间的因果关系越显著。例如首先

选择𝐻(𝑋𝑖|𝑦)取值最小的属性𝑋𝑖作为 BNC 拓扑中的

第一个属性节点；根据𝐻(𝑋𝑗|𝑋𝑖 , 𝑦)取值最小确定第
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二个属性节点𝑋𝑗和因果弧段 {𝑋𝑖 , 𝑦} → 𝑋𝑗；根据

𝐻(𝑋𝑡|𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 , 𝑦)取值最小确定第三个节点𝑋𝑡和因果

弧段{𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 , 𝑦} → 𝑋𝑡，然后以此类推。通过这种方式

可以直观地区分不同属性以及属性间因果关系在

树状拓扑结构中的层次。HBN𝑦使用参数𝑘来动态调

整 BNC 的拓扑结构复杂度，可以使其因果依赖关

系与训练数据的拟合程度更加紧密，进而获得更好

的泛化能力。本文将从训练子集𝒟𝑦上学习得到的

BNC 记为HBN𝑦。具体学习过程如算法 1 所示。 

 

图 7  算法 HBN 的流程图 

算法 1.  基于数据子集𝒟𝑦的 BNC 学习算法HBN𝑦. 

输入：数据子集𝒟𝑦 = {𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝑦}和参数 k； 

输出：模型ℬ𝑦． 

1. 初始化 BNC 拓扑结构ℬ = {𝑦}，属性列表ℒ = {Ø}； 

2. 重复以下步骤直到ℒ包含所有属性： 

2.1 选出不属于ℒ且使得𝐻(𝑋𝑗|𝜫𝑗
ℬ , 𝑦)取值最小的属性

𝑋𝑗，其中𝜫𝑗
ℬ ∈ ℒ且|𝜫𝑗

ℬ| = min(|ℒ|, 𝑘)； 

2.2 在ℬ中添加一个代表属性𝑋𝑗的节点，并添加一条由𝑦

指向𝑋𝑗的有向边； 

2.3  在ℬ中添加|𝜫𝑗
ℬ|条从𝜫𝑗

ℬ中属性节点指向𝑋𝑗的有向

边； 

2.4 将𝑋𝑗添加到ℒ中； 

3. 返回ℬ𝑦 = ℬ. 

算法 1 所构建的HBN𝑦模型力求充分表达训练

子集𝒟𝑦中所蕴含的属性之间的因果关系。但从统计

角度而言，对训练数据的过拟合将导致对测试样本

的欠拟合，进而降低 BNC 的泛化性能。因此本文

针对测试实例𝒙，使用局部条件熵函数来构建与

HBN𝑦互补的局部模型HBN𝒙。HBN𝒙采用与HBN𝑦相

同的学习策略来构建 BNC 拓扑结构。具体学习过

程如算法 2 所示。 

算法 2.  基于实例𝒙的 BNC 学习算法HBN𝒙. 

输入：测试实例𝒙 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}，伪数据集𝒫和参数 k； 

输出：模型ℬ𝒙． 

1. 初始化 BNC 拓扑结构ℬ = {𝑌}，属性列表ℒ = {Ø}； 

2. 重复以下步骤直到ℒ包含所有属性： 

2.1 选出不属于ℒ且使得𝐻(𝑥𝑖|𝑖
ℬ , 𝑌 
 )取值最小的属性𝑋𝑖，

其中𝑖
ℬ ∈ ℒ且|𝑖

ℬ| = min(|ℒ|, 𝑘)； 

2.2 在ℬ中添加一个代表属性𝑋𝑖的节点，并添加一条由𝑌

指向𝑋𝑖的有向边； 

2.3 在ℬ中添加|𝑖
ℬ|条从𝑖

ℬ中属性节点指向𝑋𝑖的有向边； 

2.4 将𝑋𝑖添加到ℒ中； 

3. 返回ℬ𝒙 = ℬ. 

传统 BNC 在训练集上通过结构学习得到网络

拓扑结构后，通常是将测试实例的属性值映射到该

拓扑结构中计算后验概率，再使用最大后验概率准

则进行分类决策。但它通常只适用于单个模型，而

并不适用于类似HBN的集成模型。交叉熵（Cross 

Entropy）方法[24]近年来被广泛应用到许多组合优化

问题的求解中，例如通信网络可靠性优化问题[25]、

电力系统可靠性评估[26]和机器学习[27]等领域。交叉

熵刻画了两个概率分布之间的距离。设𝑞(𝑥)和𝑞̂(𝑥)

是给定的两个概率分布函数，x 为 n 维随机变量，

则𝑞(𝑥)和𝑞̂(𝑥)的交叉熵可定义为： 

                  𝐻(𝑞, 𝑞̂) = −∑𝑞(𝑥) log 𝑞̂(𝑥)

𝑥

              (12) 

不同 BNC 拓扑结构的相似性可以根据其所对应联

合概率的交叉熵函数的近似程度来体现。子模型

HBN𝑖的拓扑结构描述了不同类标签𝑦𝑖前提下属性

间的一般因果关系，HBN𝒙的拓扑结构则充分描述

了测试样本 𝒙 蕴含的属性间的特殊因果关系。根据

交叉熵值最小原则，利用公式（12）选择与HBN𝒙的

拓扑结构最相似的第𝑡个子模型HBN𝑡，该过程共需

进行 m 次交叉熵匹配操作。最终分类决策将通过对

最终选出的子模型HBN𝑡与HBN𝒙进行线性加权集成

的方法来实现，对应的概率判别规则如下所示： 

   𝑃̂(𝑦|𝒙) = 𝛼 ∙ 𝑃HBN𝑡(𝑦|𝒙) + β ∙ 𝑃HBN𝒙(𝑦|𝒙)    (13) 

然而，在没有任何先验知识的情况下很难确定每个

子模型在处理不同样本时的动态加权系数。因此本

文从效率角度出发采用了平均静态加权，即α =

β = 1/2。HBN的具体学习过程如算法 3 所示。 

算法 3.  HBN算法. 

输入：训练集𝒟 = {𝑋1,  𝑋2, … ,  𝑋𝑛, 𝑌}，其中𝑌 = {𝑦1,  𝑦2,

… ,  𝑦𝑚}，测试实例𝒙 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}和参数 k； 

输出：预测类标签𝑦∗. 
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1. 根据类标签𝑌对𝒟进行划分，得到𝑚个训练子集𝒟𝑖，其中

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚； 

2. FOR 𝑖 = 1 → 𝑚： 

2.1 根据算法 1，基于训练子集𝒟𝑖和 k构建子模型HBN𝑖； 

END FOR 

3. 根据算法 2，基于测试实例𝒙和 k 构建子模型HBN𝒙； 

4. 使用公式（12）选出与子模型HBN𝒙的拓扑结构最相似

的第𝑡个子模型HBN𝑡，其中 

𝑡 = arg min
𝑖∈[1,𝑚]
𝑦∈𝑌

{𝐻 (𝑃HBN𝑖(𝑦, 𝒙), 𝑃HBN𝒙(𝑦, 𝒙))}； 

5. 返回𝑦∗ = argmax
𝑦∈𝑌

𝑃
HBN𝑡

(𝑦|𝒙)+𝑃HBN𝒙(𝑦|𝒙)

2
. 

 在 HBN 模型训练阶段，计算类条件熵的时间复

杂度为𝑂(𝑡(𝑛𝑣)2)，计算局部条件熵的时间复杂度为

𝑂(𝑡𝑚𝑛2)，其中 t 为实例个数，n 为属性个数，v 为

属性是离散属性可能取值的个数，m 为类标签个数。

模型匹配的时间复杂度为𝑂(𝑚)。因此 HBN 在训练

阶段所需的总时间复杂度为𝑂(𝑡(𝑛𝑣)2 + 𝑡𝑚𝑛2 +

𝑚)。在分类阶段，对于任意给定测试实例，HBN 根

据公式（13）来计算后验概率并进行分类决策，该

过程的时间复杂度为𝑂(𝑛𝑚𝑘)。 

4 实验与分析 

4.1  实验数据与方法 

本文使用 UCI 机器学习库中的 35 个数据集进

行实验，数据集的具体描述如表 1 所示。所有数据

集根据实例个数降序排列，其中离散型属性的缺失

值使用训练数据中的众数代替，而连续型属性的缺

失值使用训练数据中的平均值代替。使用最小描述

长度（Minimum Description Length）方法对连续型

属性进行离散化预处理[28]。 

表 1  数据集 

序号 数据集名称 实例数 属性数 类标签个数 

1 Labor 57 16 2 

2 Labor-negotiations 57 16 2 

3 Zoo 101 16 7 

4 Promoters 106 57 2 

5 Lymphography 148 18 4 

6 Wine 178 13 3 

7 Glass-id 214 9 3 

8 Hungarian 294 13 2 

9 Heart-disease-c 303 13 2 

10 Soybean-large 307 35 19 

11 Primary-tumor 339 17 22 

12 Dermatology 366 34 6 

13 Musk1 476 166 2 

14 Chess 551 39 2 

15 Balance-scale 625 4 3 

16 Soybean 683 35 19 

17 Breast-cancer-w 699 9 2 

18 Vehicle 846 18 4 

19 German 1000 20 2 

20 Led 1000 7 10 

21 Contraceptive-mc 1473 9 3 

22 Yeast 1484 8 10 

23 Mfeat-mor 2000 6 10 

24 Hypothyroid 3163 25 2 

25 Splice-c4.5 3177 60 3 

26 Abalone 4177 8 3 

27 Waveform-5000 5000 40 3 

28 Phoneme 5438 7 50 

29 Page-blocks 5473 10 5 

30 Seer_mdl 18962 13 2 

31 Magic 19020 10 2 

32 Adult 48842 14 2 

33 Shuttle 58000 9 7 

34 Waveform 100000 21 3 

35 Census-income 299285 41 2 

 

为了说明算法的可靠性和有效性，本文从以下

四个方面来验证算法：1）0-1 损失函数（0-1 loss 

function）：比较分类器在不同数据集下的误分类率；

2）偏差（bias）：衡量预测概率值与真实概率值之间

的偏离关系；3）方差（variance）：度量在不同迭代

阶段下预测概率值的变化波动情况；4）时间负荷：

用于度量训练分类器和分类决策所需时间的差异

性。实验选取如下算法与本文所提出算法 HBN 进

行比较： 

 基于相关性的 NB 属性加权过滤算法

（Correlation-based feature weighting filter for 

NB，CFWNB）[17]； 

 选择性 KDB（Selective KDB，SKDB）[19]； 

 加权 AODE（Weighted AODE，WAODE）[23]； 

 随机森林（Random forest，RF）[29]； 

 基于属性和实例加权的 NB 算法（Attribute and 
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instance weighted naive Bayes, AIWNB）[30]; 

并使用十折交叉验证法来获得数据集上每个分类

器的分类结果。AIWNB 算法有两种学习权重策略，

分别为主动式学习（Eager learning）和懒惰式学习

（Lazy learning）方法：前者基于训练数据学习权

重并记为 AIWNBE，后者基于测试实例学习权重并

记为 AIWNBL。由于篇幅所限，本文所涉及的所有

基本实验数据可通过访问网址 http://github.com/Ba

yes514/HBN 获取。 

4.2  实验结果对比与分析 

网络拓扑结构复杂度随着阶数的增加而增加，

拟合数据的能力也越强。相比之下，虽然 AODE 仅

能表达一阶的依赖关系，但是它集成了𝑛个 ODE 子

模型的依赖关系。本文将 BNC 的结构复杂度限制

为二阶，即在 HBN 和 SKDB 中𝑘 = 2。而 RF 中决

策子树的数目设置为 10。本文使用 Win/Draw/Loss

（W/D/L）来记录在给定评估函数条件下，算法 A

与算法 B 相比表现更优/类似/更劣的数据集的数

量。如果两个算法的分类性能指标的差异度小于

5%，则视为分类性能相等。 

4.2.1  0-1 损失函数 

表 2 给出了本文所涉及算法在 0-1 损失函数上

的 W/D/L 比较记录。很明显， HBN 在 0-1 损失函

数上明显优于 CFWNB（17 优 5 劣）、SKDB（14 优

5 劣）、AIWNBE（17 优 7 劣）和 AIWNBL（17 优 8

劣）。而与集成模型 WAODE 和 RF 相比，HBN 也

取得了明显优势（分别为 11 优 2 劣和 19 优 9 劣）。 

表 2  W/D/L在 0-1 损失函数上的比较结果 

W/D/L 

CFWN

B 

SKDB 

WAOD

E 

RF 

AIWNB

E 

AIWNB

L 

SKDB 

13/10/1

2 

   

  

WAODE 15/13/7 

12/14/

9 

  

  

RF 12/5/18 

9/10/1

6 

9/8/18  

  

AIWNB

E 

7/24/4 

11/9/1

5 

7/12/16 

17/7/1

1 

  

AIWNB

L 

14/17/4 

12/9/1

4 

10/13/1

2 

19/5/1

1 

7/26/2  

HBN 17/13/5 

14/16/

5 

11/22/2 19/7/9 

17/11/7 17/10/8 

目前社会应用中对于能处理海量数据的自适

应分类模型的需求日益迫切，本文使用了净胜累计

函数（Goal Difference，GD）[31]来评估分类器 A 和

B 在处理不同规模数据集𝒟时的分类性能差异性，

具体定义如下： 

            GD(A;B| 𝒟) = |WIN| - |LOSS|             (14)  

其中|WIN|和|LOSS|分别表示分类器 A 在给定的评

估函数条件下表现优于或劣于分类器B的数据集的

数量。图 8 给出了 HBN 与 CFWNB、SKDB、

WAODE、RF、AIWNBE和 AIWNBL在 0-1 损失函

数上的净胜累计拟合曲线，其中 X 轴表示数据集序

号（按实例数大小降序排序），Y 轴表示分类器 A 相

对于分类器 B 在当前数据集上的净胜累计数。 

 

图 8 HBN 相对于 CFWNB、SKDB、WAODE、RF、

AIWNBE 和 AIWNBL 在 0-1 损失函数上的净胜累计拟合曲

线 

如图 8 所示，当数据规模大于 1000（数据集序

号 19）且小于 2000（数据集序号 23）时，HBN 相

对于所有比较算法的净胜累计拟合曲线较为平稳，

说明各算法在该数据规模范围内的 0-1 损失函数结

果没有显著性差异。当数据规模大于 2000 时，HBN

相对于 CFWNB、WAODE、AIWNBE和 AIWNBL的

净胜累计拟合曲线与数据规模呈正相关。当数据规

模小于 1000 时，HBN 相对于 SKDB 和 RF 的净胜

累计拟合曲线与数据规模呈正相关。这说明基于熵

函数学习因果依赖关系有助于提升 BNC 的分类性

能。 

4.2.2  偏差和方差 

基于采样统计理论，通过对 0-1 损失函数进行

分解可以得到偏差和方差值[32]，分别描述分类器对

训练数据的拟合能力和抗训练数据扰动的鲁棒性。

低偏差往往标志着算法在处理大数据方面的优越

性能 [19]。就单模型而言（如 CFWNB、SKDB、
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AIWNBE 和 AIWNBL），拓扑结构复杂导致低偏差

和高方差，而结构简单则导致高偏差和低方差。集

成模型（如 WAODE 和 RF）可以通过限定每个子

模型的复杂度实现低方差，并利用集成机制实现低

偏差。HBN 也是基于该学习策略实现偏差和方差性

能指标的全面提升。表 3 和 4 分别给出了本文所涉

及算法在偏差和方差上的 W/D/L 比较记录。 

 

表 3  W/D/L 在偏差上的比较结果 

W/D/L 

CFWN

B 

SKDB 

WAOD

E 

RF 

AIWNB

E 

AIWNB

L 

SKDB 22/5/8      

WAODE 22/4/9 

10/12/1

3 

  

  

RF 8/0/27 4/2/29 7/1/27    

AIWNB

E 

9/18/8 7/5/23 8/8/19 

27/0/

8 

  

AIWNB

L 

14/16/5 7/6/22 9/8/18 

28/0/

7 

11/23/1  

HBN 26/3/6 10/20/5 15/13/7 

29/2/

4 

22/7/6 22/7/6 

 

表 4  W/D/L 在方差上的比较结果 

W/D/L CFWNB SKDB WAODE RF AIWNBE AIWNBL 

SKDB 5/4/26      

WAODE 11/2/22 25/3/7     

RF 1/0/34 8/1/26 5/2/29    

AIWNBE 1/14/20 23/4/8 21/1/13 32/1/2   

AIWNBL 4/9/22 24/5/6 21/1/13 32/2/1 10/24/1  

HBN 7/1/27 20/6/9 7/7/21 26/6/3 9/3/23 8/4/23 

如表 3 所示，在偏差方面，HBN 与其它算法相

比有着明显的优势，例如 HBN 与 CFWNB 相比 26

优 6 劣，与 SKDB 相比 10 优 5 劣，与 WAODE 相

比 15 优 7 劣，与 RF 相比 29 优 4 劣，与 AIWNBE

和AIWNBL相比22优6劣。由于CFWNB、WAODE、

AIWNBE和 AIWNBL没有结构学习过程，其拓扑结

构不受训练数据扰动的影响。因此，如表 4 所示，

这四个模型的方差显著低于其它算法。而 HBN 的

局部拓扑结构能充分体现测试实例中隐含的因果

关系，在一定程度上减轻训练数据过拟合带来的负

面影响。因此，与 SKDB 和 RF 相比 HBN 的方差

结果均明显占优（20 优 9 劣，26 优 3 劣）。可见，

基于交叉熵的模型匹配机制有助于充分挖掘训练

数据中属性间所涉及的一般因果关系以及那些隐

藏在未标记测试实例中属性值所涉及的特殊因果

关系。 

 图 9 和 10 分别给出了 HBN 相对于 CFWNB、

SKDB、WAODE、RF、AIWNBE 和 AIWNBL 在偏

差和方差上的净胜累计拟合曲线。如图 9 所示，随

着数据集规模的增加，HBN 的偏差明显优于

CFWNB、RF、AIWNBE 和 AIWNBL。当数据规模

小于 303（数据集序号 9），HBN 的偏差优于 SKDB；

当数据规模大于 303 时，二者偏差结果近似相等。

当数据规模大于 1000 时（数据集序号 20），HBN 的

偏差优于 WAODE。 

 

图 9  HBN 相对于 CFWNB、SKDB、WAODE、RF、

AIWNBE 和 AIWNBL 在偏差上的净胜累计拟合曲线 

 

图 10  HBN 相对于 CFWNB、SKDB、WAODE、RF、

AIWNBE 和 AIWNBL 在方差上的净胜累计拟合曲线 

如图 10 所示，HBN 相对于 RF 的方差净胜累计

拟合曲线与数据规模明显呈正相关；当数据规模小

于 1000（数据集序号 19）且大于 18962（数据集序

号 30）时，HBN 相对于 SKDB 的方差净胜累计拟

合曲线与数据规模呈正相关。因此就偏差和方差性



 刘洋，王利民，孙铭会：基于信息熵函数的启发式贝叶斯因果推理 11 

 

能指标而言，HBN 相对于 SKDB 体现了方差优势，

相对于 RF 则体现了全面的优势。CFWNB、

WAODE、AIWNBE 和 AIWNBL 由于其拓扑结构与

训练数据无关的特性，天然具有在方差方面的优

势。HBN 相对于 CFWNB、WAODE、AIWNBE 和

AIWNBL的方差净胜累计拟合曲线与数据集规模明

显呈负相关。值得指出的是，相对于其它算法，HBN

的局部结构可以更灵活、精准地表达各属性在不同

情境下的因果关系，为精准知识表达提供了一个可

行的思路。 

4.3  时间结果对比与分析 

 图 11 和 12 分别给出了所有算法的训练和分类

时间的比较结果，其中柱状图分别代表各算法在 35

个数据集上进行十折交叉验证时间结果的平均值。

如图 11 所示，由于 CFWNB、WAODE、AIWNBE

和 AIWNBL没有结构学习过程，因此其平均训练时

间最少。而对于具有结构学习过程的算法而言，

HBN 的平均训练时间明显小于 SKDB 和 RF。如图

12 所示，由于 HBN 仅需根据训练好的贝叶斯网络

拓扑结构计算测试实例的后验概率，因此与

WAODE、RF、AIWNBE和 AIWNBL相比取得了明

显的分类时间优势，而与 CFWNB 和 SKDB 相比，

HBN 的分类时间优势显著性则较小。 

 

图 11  训练时间比较结果 

 

图 12  分类时间比较结果 

5 总结与展望 

 条件互信息的对称性决定了其只能描述属性之

间的无向相关性，而非有向因果性。这使得 BNC 只

能通过人工定向的方式构建有向无环图。此外，条

件互信息还无法度量整体贝叶斯网络拓扑结构对

数据的拟合程度。这都将导致最终构建的 BNC 是

次优的。针对上述问题，本文提出了类条件熵

𝐻(𝑋𝑖|𝜫𝑖
ℬ, 𝑦)和局部条件熵𝐻(𝑥𝑖|𝑖

ℬ , 𝑌 
 )来分别构建

可以兼顾属性（值）间所涉及的一般（特殊）因果

关系的 BNC，最终的分类决策由基于交叉熵的模型

匹配算法实现。在 35 个 UCI 开源数据集上的实验

结果表明，该算法在 0-1 损失函数、偏差和方差方

面与 CFWNB、SKDB、WAODE、RF、AIWNBE和

AIWNBL等算法相比具有明显综合优势。 

 本文证明了算法的合理性和有效性。一般来说，

集成模型的分类效果要比单一模型更加准确，而模

型集成的方法有很多种，如线性组合、投票法和提

升法。如果子分类器对数据有着不同的分类精度，

线性非平均组合的方法在理论上将更适合 HBN。无

标注测试实例是不完全的，根据测试实例构建的子

模型也不够精准，因此本文仅从效率角度出发采用

了简单的平均方法，并没有提出确定线性组合中每

个子分类器权系数的学习策略。因此，如何从测试

实例中挖掘足够“正确”的知识来修正子分类器的

权重将是我们未来工作的主要研究方向。 
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Background

Bayesian network classifiers (BNC) are powerful tools for 

knowledge representation and inference under conditions of 

uncertainty. They have widely used in data mining and artificial 

intelligence due to its excellent classification performance and 

interpretability. Information theory has established a strong 

mathematical basis for its rapid development. For example, to 

overcome the conditional independent assumption of naïve 

Bayes, many researchers use conditional mutual information to 

measure the conditional dependence between attributes in the 

topology structure of BNCs, including single models (e.g., tree-

augmented naïve Bayes and k-dependence Bayesian network 

classifier) and ensemble models (e.g., averaged one-dependence 

estimators). However, identifying the dependence relationships 

between attributes and constructing a BNC based on information 

measures (such as conditional mutual information) cannot 

accurately express the dynamic change of the dependence 

relationships when attributes take specific values. In addition, 

although Bayesian network is also called belief network or 

causal network, the symmetry of conditional mutual information 

expression determines that they can only describe undirected 

dependencies (rather than directed causality). Based on the 

directed acyclic characteristic of the Bayesian network, most of 

the existing BNCs use the artificial defined arc strategy, which 

cannot reflect the real causal relationship between attributes. 

 This paper proves that conditional mutual information is 

essentially a measure of the difference between two local 

topologies of conditional (in)dependence in terms of the entropy 

functions and cannot be used to measure the data fitting of the 

overall topology. The resulting model will be sub-optimal. 

Therefore, this paper defines the mapping relationship between 

the joint entropy function and the joint probability distribution 

in the Bayesian network from the perspective of the log-

likelihood function, and uses conditional entropy to identify the 

attribute dependency relationship in the network and prove its 

rationality. On this basis, a label-driven heuristic structure 

learning method is proposed to construct a BNC that that can 

achieve the trade-off between fitting and generalization. 

Experimental evaluation on 35 datasets from the UCI machine 

learning repository shows that the proposed algorithm has 

significant advantages in terms of classification performance 

over other state-of-the-art algorithms, and the algorithm is 

effective and feasible for uncertain knowledge representation 

and reasoning. 
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