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摘  要 多目标进化算法根据性能评价指标衡量其优劣，主要从算法所求解集的质量、算法求解效率以及算法鲁棒性三方

面来评价，并侧重于解集的质量，现有的相关工作缺乏对评价指标数学性质的分析。本文将评价指标按性能标准分为四类：

计数指标、收敛性指标、多样性指标、综合性指标，其中计数指标统计符合指标要求的解个数或比例，收敛性指标衡量解集

到参考集的贴近程度，多样性指标衡量解集分布的均匀程度与求解极端值的能力，并按性质类型分为分布性指标、延展性指

标和同时衡量前两者的指标，综合性指标同时衡量收敛性和多样性，并按适用范围分为通用指标和专用指标。本文对比分析

了 77 种指标的参考集、比较函数以及时间复杂度，并从高维目标适应性、离群点敏感性、参考集合理性、指标值最优性四

个方面对部分指标进行了分析，为研究者们选择合适的指标提供方法，以应对不同环境下的复杂问题。最后展望了多目标进

化算法性能评价有待进一步研究的方向。 
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Abstract The perfoemance of multi-objective algorithms is evaluated by indicators, which mainly takes 

three aspects into consider and focus on the first aspect: the quality of the solution set obtained by the algorithms, the 

efficiency of the algorithms, and the robustness of the algorithms. Existing related work lacks of mathematical 

analysis for indicators. In this paper, we categorize the indicators into four groups besed on performance criteria: 

counting indicators, convergence indicators, diversity indicators, and comprehensive indicators. The conting 

indicators tally the amount or the ratio of non-dominated solutions or elite solutions that satisfy the criterion of the 

metircs, there are two main differences of counting indictors and non-counting indictors, one is whether the range of 

indicators is discrete, the other is wheter the values of all objectives are only used for comparison but not directly 

participate in the calculation.  The convergence indictors evaluate the convergency of the solution set mainly by 

calculating the distance of the solution set to approximation of Pareto Front or the reference set, univariate 

convergence indictors evaluate the closeness between the solution set and Pareto Front, and binary convergence 

metrics evaluate the closeness between two different solution sets.  According to property, the diversity indicators 

are further divided into distribution indicators, spread indicators, and indicators measuring both distribution and 
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spread, the distribution of the solution set considers the uniformity in the objective space, and the spread of the 

solution set measures the capability to obtain extreme solutions. The comprehensive indicators evaluate the 

convergence and the diversity of the solution set at the same time, which are further divided into general indicators 

and special indicators by scope of application, what’s more, special indicators include that used for user-based 

evoluationary algorithms, dynamic evoluation algorithms and multi-modal evolutionary algorithms. We also 

illustrate the reference set, the comparison function, and the time complexity of 77 indicators.  Specifically, the 

reference set is used to assist in the calculation of the performance indicators value, the comparison function can tell 

reasarchers whether the value of indicators bigger is better or smaller, and the time complexity reflects the difficulty 

to calculate the indicators. Then we analyze some indicators from four aspects: 1) many-objective adaptability, 

wether the indicators are applicative in high-dimensional objevtive space, 2) outlier sensitivity, assessing whether 

the values of the indicators are affected badly by outliers, 3) reference set rationality, discussing the reasonable 

range of values for the reference sete, 4) value optimality, some mathematical work for the optimal value the 

indicators can reach. Through these analyses, we offer approaches for researchers to choose right indicators to deal 

with complex problems under different circumstances. Finally, we end up with discussing some directions about 

performance indicators that show potential from nine different aspects: comprehenve indicators without any prior 

information, a new type of multivariate indicators for ecaluating the performance of multitask optimization, 

indicators used for many-objecctive evoluationary algorithms, performance mueasurement in large-scale 

optimization, the evaluation of the robustness of algorithms, noval indicators used for user-based, dynamic and 

multi-modal evolutionary algorithms to overcome the deficiency of the exsisting indicators, and last but not least, 

research on the mathematical properties of performance indicators.  

Key words multi-objective optimization; evolutionary algorithms; performance indicators; convergence; 

diversity 

1 引言  

多目标优化问题 (Multiobjective Optimization 

Problems, MOPs)是指同时优化多个目标的问题，这

些目标相互矛盾，一个目标性能的提升意味着另一

个或多个目标性能的下降。近几十年来，研究者们

提出了许多求解 MOPs 的方法，其中主要方法是多

目 标 进 化 算 法 [1-3](Multiobjective Evolutionary 

Algorithms, MOEAs)，这是一类基于种群的启发式

搜索方法，模拟了生物的选择与进化过程，采用随

机搜索的策略，无需知道 MOPs 的先验性知识即可

进行求解，代表性的 MOEAs 有 1）基于支配关系

的 NSGA-Ⅱ[4](Nondominated Sorting Genetic 

Algorithm-Ⅱ、SPEA2[5](Strength Pareto Evolutionary 

Algorithm 2)以及 PESA-Ⅱ[6](Pareto Envelop-based 

Selection Algorithm-Ⅱ) ； 2 ） 基 于 分 解 的

MOEA/D[7](Multiobjective Evolutionary Based on 

Decomposition)、MOEA/D-M2M[8](Decomposition of 

a Multiobjective Number of Simple Multiobjective 

Subproblems)以及 RVEA[9](Reference Vector Guided 

Evolutionary Algotihms)；3）基于性能评价指标的

IBEA[10](Indictator-based Evoluationary Algorithm)、

SMS-EMOA[11](S Metric Selection Based 

Evolutionary Multiobjective Algorithm)以及 HypE[12] 

(Hypervolume Based Evolutionary Algorithm)。这些

算法在众多实际领域中均有应用，如物流工程[13]、

能源与动力工程[14]、自动化控制[15]等。 

为了更好地选择算法求解不同类型的 MOPs，

如何衡量这些不同 MOEAs 的性能成为了一大热门

课题，但是求解 MOPs 不同于求解单目标优化问题 

(Single-objective Optimization Problem, SOP)，后者

只需寻找出所求得解集中的最小值或是最大值即

可比较算法性能优劣，而前者由于多个目标之间的

矛盾性，所得最优解并非单个解，而是由一组非支

配解构成的集合，以最小化 MOPs 为例，如算法求

得一组解𝑆1 = {(0. 1, 0. 9), (0. 4, 0. 6), (0. 9, 0. 1)}，另

一算法求得𝑆2 = {(0. 2, 0. 8), (0. 6, 0. 4), (0. 8, 0. 2)}，
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此时无法通过直接比较两组解集来判断算法性能

优劣，所以设计一种适用于 MOPs 的性能评价指标

变得十分重要。 

比较不同 MOEAs 的性能优劣可以考虑以下三

个方面[16]，算法所求解集的质量、算法的求解效率

以及算法的鲁棒性。 

（1）MOEAs 所求解集的质量，主要衡量解集

的非支配解数量、收敛性(Convergence)和多样性

(Diversity)。收敛性衡量的是算法所求得的 Pareto

近似最优解集𝑆到真实 Pareto 前沿[17]的贴近程度；

多样性衡量的是解集 𝑆的分布性与延展性
[18](Distrubtion and Spread)。 

（2）MOEAs 的求解效率，包括分析算法的时

间复杂度，统计算法运行的实际时间开销，以及评

估评价指标的数值与迭代次数的关系。当多种不同

算法所求解集质量相近时，比较算法的求解效率会

更有意义。此外，算法的求解效率在动态相关的实

际问题[19-21]中较为关注。 

（3）MOEAs 的鲁棒性，算法的强鲁棒性是指

对更多具有不同特征的问题具有良好的求解能力，

对于算法参数以及随机的初始种群具有较低的敏

感性，并且算法所求得解集比较稳定。针对某一

MOEAs 进行多次独立的实验，其鲁棒性可以从评

价指标的方差得到体现。 

MOEAs 的评价指标主要通过衡量解集的质量

来比较其性能优劣。不少学者针对 MOEAs 所求得

解集质量的某一或某些性能进行了相关研究，提出

了一系列的评价指标。 

Van Veldhuizen 等人[22]提出了一系列用于统计

非支配解的数量或是比例的计数指标，这些指标并

未考虑真实 Pareto 前沿的信息，故 Van Veldhuizen

等人 [23]提出了错误率 ER，与 Pareto 近似前沿

𝑃(Approximation of Pareto Front)的信息进行了交互。

Zitzler 等人[24]提出了覆盖率(Coverage, C)，用于比

较两个解集之间的相互关系而非衡量解集与真实

Pareto 前沿的关系，适用于真实 Pareto 前沿信息未

知的情况下算法性能的比较。 

Van Veldhuizen 等人[25]提出了经典的收敛性指

标世代距离(Generational Distance, GD)，GD 计算的

是解到相距最近参考点的平均距离，其中参考集由

真实 Pareto 前沿均匀采样而得。类似地有收敛性指

标γ[26](the Convergence Metric)和M1
∗[27]，它们与 GD

的区别在于计算的距离类型不同。Schott 提出了收

敛性指标七点平均距离 [28](Seven Points Average 

Distance, SPAD)，Schott 认为在实际问题中难以获

取真实 Pareto 前沿的准确信息，故用参考集𝑅取代

了 Pareto 近似前沿𝑃来对解集的收敛性进行评价。 

Deb 等人[26]提出了多样性指标Δ′，计算的是连

续解之间的距离与其平均值之差，Schott[28]提出了

类似的多样性指标空间指标(Spacing, SP)，计算的

是相距最近的两个解与其平均值之差的平方，但Δ′

与 SP 均只针对解集的分布性而未考虑延展性，故

Deb 等人[4]提出了多样性指标Δ，Δ在Δ′的基础上将

Pareto 前沿边界点对算法性能的影响纳入考虑，因

此能够同时衡量解集的分布性与延展性，但Δ只在

2 维的 MOPs 中适用，为了应对更高维度的目标空

间，Zhou 等人[29]提出了多样性指标Δ∗，计算的是

在某一目标上相距最近的解与边界点的距离。 

Coello Coello等人[30]提出了综合性指标反世代

距离 (Invert Generational Distance, IGD)，IGD 计算

的是参考点到相距最近的解的平均距离，距离所有

解都较远的参考点具有较大的 IGD 值，因此在反映

解集收敛性的同时也能反映解集的多样性。Schutze

等人[31]则结合了 GD 与 IGD 提出了综合性指标∆𝑝，

修改 GD 与 IGD 为GD𝑝与IGD𝑝以减弱解集𝑆中解的

数量对指标值的影响，∆𝑝计算的是GD𝑝与IGD𝑝之间

的豪斯多夫距离[32](Hausdorff Distance)。Zitzler 等

人 [33] 提出了著名的综合性指标超体积指标 

(Hypervolume, HV)，计算的是由所有非支配解与最

低点(Nadir Point)构成的超立方体的超体积之和。 

上述综合性指标能够很好地反映 MOEAs 求解

静态非多模态的全局 MOPs 时所得解集的质量，但

是对于偏好多目标优化问题 [34](Preference-Based 

MOPs, PMOPs)，动态多目标优化问题[35](Dynamic 

MOPs, DMOPs)以及多模态多目标优化问题 [36] 

(Multimodal MOPs, MMOPs)，这些综合性指标均不

再适用。这是因为在 PMOPs 中只需求解决策者感

兴趣的局部解，解集的质量与全局解的多样性存在

矛盾[37]；DMOPs 不再是静态的多目标优化问题，

上述综合性指标均难以应对 Pareto 前沿的动态变

化[38]；求解 MMOEAs 时不仅需要在目标空间中求

得优质解集，更要在决策空间中求得最佳分布[39]。 

针对 PMOPs，Wickramasinghe 等人[40]提出了

综合性指标 HV-UM(HV for User-preference EMO 

Algorithms)，通过人为划定偏好区域 (Region of 

Interest, ROI)以计算区域内的 HV 值。Mohammadi

等人[41]针对HV-UM受参考点影响较大的问题提出

了基于复合 Pareto 前沿 (Composite Front, CF)的综
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合性指标 IGD-CF，通过合成 Pareto 前沿来代替真

实 Pareto前沿以评估落在局部 Pareto前沿上的解集

质量。喻[42]则提出了无需人为划定偏好区域的综合

性指标 PMDA。 

针对 DMOEAs，Zhou 等人[43]提出了综合性指

标平均反世代距离 (Mean IGD, MIGD)，将基于代

数的时间变量𝑡纳入了评价指标的计算。类似地有

综合性指标平均超体积[44](Mean HV, MHV)。Zou

等人[45]则提出了综合性指标平均超体积差异(Mean 

HVD, MHVD)。 

针对 MMOEAs，Zhou 等人[46]提出了新的反世

代距离 IGDX，计算的是决策空间中的 IGD 值。Yue

等人[47]提出了综合性指标 Pareto 集合逼近(Pareto 

Set Proximity, PSP)，计算的是决策空间中的覆盖率

比率(Cover Rate, CR)与 IGDX 的比值， CR[47]由多

样性指标最大延展度[48](Maximum Spread, MS)改

进而得。 

随着评价指标的不断提出，一些关于评价指标

的综述也相继发表。如 Knowles 等人[49]根据解集的

优胜关系对评价指标进行分析与比较。Zitzler 等人
[50]分析了不用类型评价指标的限制，并使用数学框

架对评价指标进行了分类。Yen 等人[51]通过双重淘

汰锦标赛选择组合评价指标，以集成的方式评价

MOEAs。Okabe 等人[52]将评价指标分类为计数、距

离、体积、分布性和延展性指标。Laszczyk 等人[53]

在 Okabe 等人[52]的分类基础上又新增了支配、目标

值、密度、统计、分区这 5 个类别，并试图统一评

价指标的命名方式。Jiang 等人[18]将评价指标分为

了计数、收敛性、多样性和综合性指标，并研究了

部分具有代表性的评价指标在不同凹凸性的 Pareto

前沿上的一致性与矛盾性。Li 等人[54]和本文延用了

Jiang 等人[18]的分类标准，综述[54]中将多样性中的

分布性命名为均匀性，本文则增加了针对特定问题

的综合性指标。综述[50][55]分别在文中提出了新

的评价指标。上述这些综述在某些方面缺乏对指标

的数学性质探讨。 

本文的贡献主要如下：1）对具有代表性的

MOEAs 评价指标进行了整理与归纳，给出了它们

的参考集、比较函数与时间复杂度；2）从高维目

标适应性、离群点敏感性、参考集合理性、指标值

最优性四个方面对部分指标进行了分析与比较；3）

提出了一些关于评价指标的性质与定理，并对文中

涉及的所有定理悉数进行了数学证明。 

本文第 1 节引言部分简要介绍了 MOEAs评价

指标的研究现状；第 2 节背景详细介绍了多目标优

化的相关概念；第 3 节着重介绍了各个指标的相关

概念与计算方式，根据计数、收敛性、多样性、综

合性这四种类型划分评价指标，并探讨了它们的优

势与不足；第 4 节选取一些具有代表性的指标，分

析了目标维度、离群点、参考集、指标值四个方面

对这些评价指标的影响，给出并证明了一些关于评

价指标的定理；第 5 节结语，提出了 MOEAs评价

指标有待进一步研究的方向。 

2 多目标优化相关概念  

不失一般性地以最小化 MOPs 为例，定义

MOPs 的相关概念如下： 

定义 1(多目标优化问题).  对于一个具有𝑛维决

策变量，𝑚(𝑚 ≥ 2)维目标的 MOPs，其数学模型[16]

的定义为： 

{
 𝑚𝑖𝑛𝐹(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥),⋯ , 𝑓𝑚(𝑥))

𝑇

𝐺𝑖(𝑥) ≥ 0, 𝑖 ∈ {1,2,⋯ , 𝑝}

𝐻𝑗(𝑥) = 0, 𝑖 ∈ {1,2,⋯ , 𝑞}

(1) 

其中，𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝛺，𝑥为决策变量，𝛺为

决策空间，𝛺 = ∏ [𝐿𝑖 , 𝑈𝑖]
𝑛
𝑖=1 ，𝐿𝑖和𝑈𝑖分别为𝑥𝑖的上

下边界。 ℝ𝑚为𝑚维的目标空间，𝐹(𝑥)为目标向量，

代表𝛺 →ℝ𝑚的映射关系，𝐺𝑖(𝑥)和𝐻𝑗(𝑥)分别为问题

的约束条件。 

定义 2(Pareto 支配).  设𝑥1 = (𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥𝑛
1)和

𝑥2 = (𝑥1
2, 𝑥2

2, … , 𝑥𝑛
2)是目标空间中满足约束条件的

两个决策向量， 𝑥1Pareto 弱支配𝑥2，记作𝑥1 ≽ 𝑥2，

满足： 

(∀𝑖)𝑓𝑖(𝑥
1) ≤ 𝑓𝑖(𝑥

2), 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (2) 

𝑥1Pareto 支配𝑥2，记作𝑥1 ≻ 𝑥2，满足： 

(∀i)𝑓𝑖(𝑥
1) ≤ 𝑓𝑖(𝑥

2) ∧ (∃𝑗)𝑓𝑗(𝑥
1) < 𝑓𝑗(𝑥

2) (3) 

其中𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}, 𝑗 ∈ {1,⋯ ,𝑚}。 

𝑥1Pareto 强支配𝑥2，记作𝑥1 ≻≻ 𝑥2，满足：  

(∀𝑖)𝑓𝑖(𝑥
1) < 𝑓𝑖(𝑥

2), 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (4) 

定义 3(Pareto 最优解).  若在可行域𝛺中的解𝑥∗

满足约束条件且不被任何其他解支配，则称𝑥∗为 

Pareto 最优解： 

𝑥∗ ∈ 𝛺 ∧ ∄𝑥 ∈ 𝛺: 𝑥 ≻ 𝑥∗ (5) 

定义 4(Pareto 最优解集).  所有 Pareto 最优解构

成的集合称为 Pareto 最优解集 (Pareto Optimal 

Solution Set, PS)。 

𝑃𝑆 = {𝑥∗|𝑥∗ ∈ 𝛺 ∧ ∄𝑥 ∈ 𝛺: 𝑥 ≻ 𝑥∗} (6) 

定义 5(Pareto 近似最优解集).  由 MOEAs 在某
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次求解过程中所求得的最优解集称为 Pareto 近似

最优解集(Approximation of Pareto Optimal Solution 

Set, S)，简称解集。 

𝑆 = {𝑥𝑖}, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑁} (7) 

其中𝑁为人为设定的参数。 

定义 6(非支配解).  若解集𝑆中的解𝑥，不被解

集𝑆中的其他解 Pareto 支配，则称𝑥为解集𝑆中的非

支配解。 

𝑥 ∈ 𝑆 ∧ ∄𝑦 ∈ 𝑆: 𝑦 ≻ 𝑥 (8) 

定义 7(Pareto 近似最优非支配解集).  Pareto 近

似最优解集𝑆中所有非支配解所构成的集合称为

Pareto 近似最优非支配解集 (Approximation of 

Pareto Optimal Nondominated Solution Set, NS)，简

称非支配解集，记为𝑁𝑆。 

𝑁𝑆 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑆 ∧ ∄𝑦 ∈ 𝑆: 𝑦 ≻ 𝑥} (9) 

定义 8(Pareto 前沿).  Pareto 最优解集𝑃𝑆中的所

有 Pareto 最优解𝑥∗在目标空间ℝ𝑚上的映射，称为

Pareto前沿(Pareto Front, PF)，或称真实 Pareto前沿。 

𝑃𝐹 = {𝑓(𝑥∗) ∈ ℝ𝑚|𝑥∗ ∈ 𝑃𝑆} (10) 

定义 9(参考集).  人为设定的参考点的集合称

为参考集(Reference Set, R)，其中外部参考集不包

括其他解集。 

定义 10(Pareto 近似前沿).  在真实 Pareto前沿

上均匀采样得到一组参考点的集合称为 Pareto 近

似前沿(Approximation of Pareto Front, P)。 

定义 11(Pareto 极端点).  在 Pareto 最优解集𝑃𝑆

中的某个目标上不存在比解𝑥∗更优的解，则称解𝑥∗

为 Pareto 极端点(Pareto Extreme Point)，记为𝑥𝑒𝑥𝑡∗。

所有 Pareto极端点构成的集合称为 Pareto极端点集，

记为 PBS。 

𝑃𝐵𝑆 = {𝑥𝑒𝑥𝑡∗ |
𝑥𝑒𝑥𝑡∗ ∈ 𝛺|∃𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}

∧ ∄𝑥∗ ∈ 𝛺: 𝑓𝑘(𝑥
∗) < 𝑓𝑘(𝑥

𝑒𝑥𝑡∗)
} (11) 

定义12(Pareto前沿边界).  Pareto极端点集PBS

在目标空间ℝ𝑚上的映射称为 Pareto 前沿边界

(Pareto Front Boundary, PFB)，简称边界。 

𝑃𝐹𝐵 = {𝑓(𝑥𝑒𝑥𝑡∗) ∈ ℝ𝑚|𝑥𝑒𝑥𝑡∗ ∈ 𝑃𝐵𝑆} (12) 

定义 13(边界点).  在解集𝑆中的某个目标上不

存在比解𝑥更优的解，则称解𝑥为边界点(Boundary 

Point)，或称为极端点(Extreme Point)，记为𝑥𝑒𝑥𝑡，

所有边界（极端）点构成的集合称为边界（极端）

点集，记为 BS。 

𝐵𝑆 = {𝑥𝑒𝑥𝑡 |
𝑥𝑒𝑥𝑡 ∈ 𝑆|∃𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}

∧ ∄𝑥 ∈ 𝑆: 𝑓𝑘(𝑥) < 𝑓𝑘(𝑥
𝑒𝑥𝑡)

} (13) 

定义 14(理想点).  取解集𝑆中各个目标上的最

小值组成一个新的点，称为理想点(Ideal Point) ，

记为𝑧∗。 

𝑧𝑖
∗ = 𝑚𝑖𝑛𝑓𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (14) 

定义 15(最低点).  取 Pareto 最优解集𝑃𝑆中各个

目标上的最大值组成一个新的点，称为最低点

(Nadir Point)，记为𝑧𝑛𝑎𝑑。 

𝑧𝑖
𝑛𝑎𝑑 = max𝑓𝑖(𝑥

∗), 𝑥∗ ∈ 𝑃𝑆, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (15) 

假定表达式𝐴 ⇒ 𝐵代表定义𝐵以定义𝐴为基础，

则上述 15个定义存在如下的关系：1⇒{2, 9}、2⇒{3, 

5}、3⇒4、{2, 5}⇒6、6⇒7、4⇒8、{8, 9}⇒10、4⇒11、

11⇒12、5⇒{13, 14, 15}。 

根据上述定义，给出本文涉及的一些相关性质、

定理及其数学证明： 

性质 1.  Pareto 近似最优解集是算法运行到最

大进化代数时所求得解的有穷集合。 

性质 2.  当 Pareto 前沿非离散时，Pareto 最优解

集是实际问题所能求得的全部解的无穷集合。 

性质 3(Pareto 前沿唯一性).  一个 MOPs问题有

且只有唯一的 Pareto 前沿（分段或不分段）。 

证明.  即证一个 MOP 只存在唯一的 Pareto最

优解集，假设存在两个在目标空间上的映射不尽相

同的 Pareto 最优解集，分别为𝑃𝑆1, 𝑃𝑆2，则必然

∃𝑥1 ∈ 𝑃𝑆1, ∃𝑥
2 ∈ 𝑃𝑆2使得𝑥1, 𝑥2互不支配，而𝑃𝑆中

包含了所有非支配解，故有𝑃𝑆 = 𝑃𝑆1 ∪ 𝑃𝑆2，即𝑃𝑆1

与𝑃𝑆2都不是 Pareto 最优解集，与假设矛盾，假设

不成立，原命题得证。当涉及多模态多目标优化问

题时，该证明依然成立。                                     证毕. 

性质 3 的存在为定义 10 的 Pareto 近似前沿提

供了人为采样的可行性。 

性质 4.  一个 MOPs 问题可以存在多个 Pareto

近似前沿（分段或不分段），Pareto 近似前沿的表现

形式为有穷的离散点。 

性质 5.  Pareto 边界点是 Pareto 最优解，属于

Pareto 最优解集；边界点是非支配解，属于非支配

解集。 

𝑥𝑒𝑥𝑡∗ ∈ 𝑃𝐵𝑆 ⊆ 𝑃𝑆, 𝑥𝑒𝑥𝑡 ∈ 𝐵𝑆 ⊆ 𝑁𝑆 (16) 

性质 6.  人为定义的外部参考集𝑅包括 Pareto

最优解集𝑃𝑆、Pareto 最优解 𝑥∗、Pareto 边界点以及

通过𝑃𝑆计算出来的最低点𝑧𝑛𝑎𝑑。 

𝑃𝑆 ⊆ 𝑅, 𝑥∗ ∈ 𝑅, 𝑥𝑒𝑥𝑡∗ ∈ 𝑅, 𝑧𝑛𝑎𝑑 ∈ 𝑅 (17) 

性质 7.  人为定义的外部参考集𝑅不包括坐标

轴原点、解集𝑆中的解𝑥和边界点𝑥𝑒𝑥𝑡以及通过解集

𝑆计算出来的理想点𝑧∗。  

(0,⋯ ,0)𝑚×1 ∉ 𝑅, 𝑥 ∉ 𝑅, 𝑥
𝑒𝑥𝑡 ∉ 𝑅, 𝑧∗ ∉ 𝑅 (18) 
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定理 1(Pareto 支配定理).  若解𝑥1 强支配解𝑥2，

则解𝑥1支配𝑥2；若解𝑥1 支配解𝑥2，则解𝑥1弱支配𝑥2。 

𝑥1 ≻≻ 𝑥2 → 𝑥1 ≻ 𝑥2 → 𝑥1 ≽ 𝑥2 (19) 

证明.  对于𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}, 𝑗 ∈ {1,⋯ ,𝑚}，有： 

(∀i)𝑓𝑖(𝑥
1) < 𝑓𝑖(𝑥

2)

→ (∀i)𝑓𝑖(𝑥
1) ≤ 𝑓𝑖(𝑥

2) ∧  (∃𝑗)𝑓𝑗(𝑥
1) < 𝑓𝑗(𝑥

2) (20)
 

根据定义 2 有𝑥1 ≻≻ 𝑥2 → 𝑥1 ≻ 𝑥2，同理可证

𝑥1 ≻ 𝑥2 → 𝑥1 ≽ 𝑥2。                                            证毕. 

关于定理 1，有如下推论：若解𝑥1不弱支配𝑥2，

则解𝑥1不支配𝑥2；若解𝑥1不支配𝑥2，则解𝑥1不强支

配𝑥2。即： 

𝑥1 ⋡ 𝑥2 → 𝑥1 ⊁ 𝑥2 → 𝑥1 ⊁⊁ 𝑥2 (21) 

定理 2(Pareto 最优解定理).  Pareto 最优解集𝑃𝑆

中的解始终不劣于 Pareto 近似最优解集𝑆中的解。 

∀𝑥∗ ∈ 𝑃𝑆, ∀𝑥 ∈ 𝑆: 𝑥∗ ≽ 𝑥 (22) 

证明.  假设∃𝑥: 𝑥 ≻ 𝑥∗，则有∃𝑥 ∈ 𝑆 ∈ 𝛺: 𝑥 ≻ 𝑥∗，

与定义 4 矛盾，假设不成立。                            证毕. 

定理3(非支配解存在定理).  一个解集𝑆 中至少

包含一个非支配解： 

|𝑁𝑆| ≥ 1 (23) 

其中符号|∙|表示该集合所包含的元素数量，下同。 

证明 .  假设 |𝑁𝑆|=0，则对于∀𝑥 ∈ 𝑆, ∀𝑖, 𝑗 ∈

{1,⋯ ,𝑁}, ∀𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}，必有∄𝑘使得𝑓𝑘(𝑥
𝑖) >

𝑓𝑘(𝑥
𝑗)或𝑓𝑘(𝑥

𝑖) < 𝑓𝑘(𝑥
𝑗)，故𝐹(𝑥𝑖) ≡ 𝐹(𝑥𝑗)，此时

𝑆中的解都为非支配解，|𝑁𝑆| = |𝑆| = 𝑁，与假设矛

盾，假设不成立。                                                证毕.  

定理 3 的另一种证明方式可以参见文献[56]。 

综上，本节对本文所涉及的部分相关定义、性

质、定理进行了梳理。 

3 评价指标 

Deb 等人[57]指出设计 MOEAs 的评价指标时，

应当考虑以下五个方面： 

（1）评价指标的取值范围应当限定。 

（2）评价指标的期望数值应当可知。 

（3）指标数值与算法性能应当存在单调关系。 

（4）评价指标应适用于不同目标维度的 MOPs。 

（5）评价指标的计算复杂度不能太高。 

为了衡量 MOEAs 的性能，评价指标针对解集

质量的一方面或多方面进行评估：1）解集𝑆中非支

配解的数量；2）解集𝑆到真实 Pareto 前沿的收敛性；

3）解集𝑆到真实 Pareto 前沿的多样性。 

根据评价指标评估所侧重的方面不同，本文根

据评价机制将指标划分为计数指标、收敛性指标、

多样性指标和综合性指标。 

（1）计数指标：这类指标统计解集𝑆中满足给

定要求的非支配解的数量或比例。 

（2）收敛性指标：这类指标衡量 Pareto 近似

最优解集𝑆到真实 Pareto 前沿的贴近程度。 

（3）多样性指标：多样性可以进一步划分为

解集的分布性与延展性[18]，分布性衡量解集𝑆在目

标空间中分散的均匀程度，延展性衡量解集𝑆到真

实 PF 极端值的贴近程度。 

（4）综合性(Comprehensive)指标：同时衡量

收敛性和多样性的指标称为综合性指标。 

除此之外，对于求解其他类型MOPs的MOEAs，

如 针 对 PMOPs 的 偏 好 多 目 标 进 化 算 法
[58]-[60](Preference-Based MOEAs, PMOEAs)，针对

DMOPs 的动态多目标进化算法 [61-63](Dynamic 

MOEAs, DMOEAs)，针对 MMOPs 的多模态多目标

进化算法[64-66](Multimodal MOEAs, MMOEAs)，分

别有专用的综合性指标。 

（1）偏好综合性指标：应用于 PMOEAs，在

此类指标中更关注偏好区域内解集的质量，而不考

虑解集在全局 Pareto 前沿上的延展性。 

（2）动态综合性指标：应用于 DMOEAs，更

关注在动态变化的 Pareto 前沿上衡量解集的收敛

性与多样性，并关注算法的求解效率。 

（3）多模态综合性指标：应用于 MMOEAs，

比起衡量目标空间中解集的综合性能，此类指标更

关注决策空间中解集的最佳分布。 

3.1  计数指标 

计数指标统计解集𝑆中满足给定要求的非支配

解的数量或比例，一个解是非支配解代表这个解是

比较好的精英解[4]，所以解集𝑆拥有的非支配解数

量或比例能在一定程度上反映 MOEAs 的优劣。计

数指标与非计数指标的重要区别是：计数指标的取

值范围是有穷的，且解𝑥的各目标值𝑓𝑘(𝑥)只用于比

较大小，不直接参与数值的运算。 

计数指标并不一定能反映解集的收敛性或多

样性，而是从支配的角度反映 MOEAs 的优劣。假

设 存 在 两 个 解 集 𝑆1 = {(4,0), (2,2), (0,4)}, 𝑆2 =

{(2,1), (1,1), (1,2)}，𝑆1有 3 个非支配解但收敛性较

差，𝑆2只有一个非支配解但收敛性较好，可见非支

配解数量与算法的收敛性并不存在严格的一致性，

多样性同理。从评价指标的发展来看，这种不一致

性也是计数指标的潜在缺陷。 
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Van Veldhuizen 等人[22]提出了总非支配向量数

目(Overall Nondominated Vector Generation, ONVG)

等 5 个类似指标，ONVG 计算的是解集𝑆中非支配

解的数量，定义如下： 

ONVG(𝑁𝑆) = |𝑁𝑆| (24) 

其中𝑁𝑆代表的是 MOEAs 求解完成后解集𝑆中所包

含的全部非支配解，下同。 

总 非 支 配 向 量 数 目 比 率 [22](Overall 

Non-dominated Vector Generation Ratio, ONVGR)计

算的是非支配解的比率，定义如下： 

ONVGR(𝑁𝑆, 𝑃) =
|𝑁𝑆|

|𝑃|
(25) 

其中𝑃代表 Pareto 近似前沿，是人为设定的参考集，

包含一组均匀分布的参考点，下同。 

类似地，世代非支配向量数目[22](Generational 

Nondominated Vector Generation)的定义如下： 

GNVG(𝑁𝑆, 𝑡) = |𝑁𝑆(𝑡)| (26) 

其中𝑆(𝑡)代表的是代数为𝑡时解集𝑆的状态。  

GNVG 更多关注算法所求得的非支配解的数

量变化，与 ONVG 存在如下关系： 

GNVG(𝑁𝑆,𝑀𝑎𝑥𝑔𝑒𝑛) = ONVG(𝑁𝑆) (27) 

其中𝑀𝑎𝑥𝑔𝑒𝑛代表的是人为设定的最大代数。 

世代非支配向量数目比率 [22](Generational 

Nondominated Vector Generation Ratio, GNVGR)的

定义如下： 

GNVGR(𝑁𝑆, 𝑃, 𝑡) =
|𝑁𝑆(𝑡)|

|𝑃|
(28) 

GNVGR 与 ONVGR 存在如下关系： 

GNVGR(𝑁𝑆, 𝑃,𝑀𝑎𝑥𝑔𝑒𝑛) = ONVGR(𝑁𝑆, 𝑃) (29) 

非 支 配 向 量 增 量 [22](Nondominated Vector 

Addtional, NVA)的定义如下： 

NVA(𝑁𝑆, 𝑡) = GNVG(𝑁𝑆, 𝑡) − GNVG(𝑁𝑆, 𝑡 − 1)(30) 

错误率 ER[23]计算的是解集𝑆中不在 Pareto 近

似前沿𝑃上的解的数量，定义如下： 

ER(𝑆, 𝑃) = 1 −
|𝑆 ∩ 𝑃|

|𝑃|
(31) 

其中𝑆 ∩ 𝑃代表同时存在于解集𝑆和 Pareto近似前沿

𝑃所包含参考集中的解。 

ONVG 系列指标越大代表解集质量越好，ER

越小代表解集质量越好。由于一些 MOEAs 在运行

过程中会计算非支配解，如 NSGA-Ⅱ[4]，故 ONVG

系列指标以及 ER 的计算复杂度都较低，它们所能

达到的最小计算复杂度为𝑂(1)，最大为𝑂(𝑚|𝑆|2)。 

类似地有指标C1R
[67]，定义如下： 

C1R(𝑆, 𝑅) =
|𝑆 ∩ 𝑅|

|𝑅|
(32) 

其中𝑅为人为定义的参考集，下同。 

ER 在一定程度上与 Pareto 近似前沿𝑃的信息

进行了交互，但问题是 Pareto 近似前沿𝑃只是一组

有穷的点，而非离散的 Pareto 前沿中包含了无穷的

点（性质 1），所以即便解集𝑆中包含 Pareto 最优解

𝑥∗， Pareto 近似前沿𝑃中也不一定包含𝑥∗，容易导

致 ER 的错误计算。C1R也有类似的问题。 

C2R
[67]通过修改计数方式解决了 ER 与C1R存

在的问题，C2R计算的是解集𝑆中不受参考集𝑅支配

的个体数量，定义如下： 

C2R(𝑆, 𝑅) =
|{𝑥 ∈ 𝑆|∄𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟 ≻ 𝑥}|

|𝑆|
(33) 

C2R计算的是解集𝑆中被参考集𝑅中的参考点

所支配的解的数量。C2R的不足之处在于解集𝑆的质

量受参考集𝑅的影响较大，选取的参考集𝑅越好，

越容易得出算法性能较差的结论，反之则反。C1R和

C2R越大代表解集质量越好，它们的计算复杂度均

为𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑅|)。 

与上述指标不同的是，覆盖率 C[24]是一个二元

指标，需要至少两个 Pareto 近似最优解集𝑆1和𝑆2，

Zitzler 等人[50]指出，没有一种一元指标或是一元指

标的组合可以清晰地表明一个解集是否在 Pareto

支配的意义上优于另一个解集。 

指标C[24]计算的是解集𝑆2中的解至少被𝑆1中的

一个解弱支配的比例，衡量的是两个解集之间的重

合程度，定义如下： 

C(𝑆1, 𝑆2) =
|{𝑥2 ∈ 𝑆2|∃𝑥1 ∈ 𝑆1: 𝑥1 ≽ 𝑥2}|

|𝑆2|
(34) 

C ∈ [0,1]，指标 C 的优势在于无需知道真实

Pareto 前沿信息且无需人为设定参考集。指标 C 的

缺陷如图 1 所示，解集𝑆1的质量优于解集𝑆2，但

C(𝑆1, 𝑆2) = C(𝑆2, 𝑆1) = 0.5。指标 C 越大，代表解

集𝑆1的质量较解集𝑆2的质量越好，指标 C 的计算复

杂度为𝑂(𝑚|𝑆1| ⋅ |𝑆2|)。 

f2

0
f1

S2

S1

 

图 1 指标 C 的不足之处示意图[52] 
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进一步地，Goh 等人[68]提出了𝑛元计数指标非

支配比率(Nondominance Ratio, NR)，将𝑛个不同的

解集合并为一个解集，该解集的所有非支配解构成

集合𝐵，NR 计算的是某个解集的非支配解在集合𝐵

中所占比例，解集𝑆𝑖的 NR 值计算方式如下： 

NR(𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛) =
|𝐵 ∩ 𝑆𝑖|

|𝐵|
(35)

𝐵 = {𝑏|(∀𝑏)∄𝑥 ∈ (𝑆1 ∪ 𝑆2⋯∪ 𝑆𝑛) ≻ 𝑏} (36)
 

其中𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛是分别由𝑛个不同的 MOEAs 求解

同一MOPs所得的解集。值得注意的是NR(𝑆1, 𝑆2) ≠

C(𝑆1, 𝑆2)，因为指标 C 计算的是𝑆1较𝑆2的非支配解

数量与|𝑆2|的比，而 NR 则计算了𝑆1 ∪ 𝑆2的非支配

解中来自解集𝑆1的比例。NR 越大代表解集𝑆𝑖较其

他解集的质量越好，其计算复杂度为𝑂(𝑚∏ |𝑆𝑖|
𝑛
𝑖=1 )。 

MOEAs 所求得的解集均具有一定的随机性，

二元及多元指标放大了这种随机性，故使用这类指

标作为算法性对比实验的评价指标时，更适合计算

其均值而不是方差。以指标 C 为例，假设算法 1 运

行四次求得四个解集按优劣程度排序依次为𝑆11、

 𝑆12、 𝑆13与𝑆14，算法 2 也求得四个解集按优劣程

度排序依次为𝑆21、 𝑆22、 𝑆23与𝑆24，如果调换算法

2 的解集顺序为𝑆24、 𝑆23、 𝑆22与𝑆21，可能会出现

2 个较小的指标 C 值与 2 个较大的指标 C 值，导致

其方差较大。 

Wu 等人 [69]提出了计数指标不同数量选择

(Number of Distinct Choices, NDC𝜇)，将目标空间划

分为边长为
1

𝜇
的网格，衡量落在不同网格区域中解

的数量，NDC𝜇的定义如下： 

NDC𝜇(𝑆, 𝑞) = ∑ ⋯

𝑣−1

𝑙𝑚=0

∑∑𝑁𝑇𝜇(𝑆, 𝑞)

𝑣−1

𝑙1=0

𝑣−1

𝑙2=0

(37) 

其中𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, ⋯ , 𝑞𝑚), 𝑞𝑖 =
𝑙𝑖

𝑣
, 𝑣 =

1

𝜇
，𝑁𝑇𝜇判断是

否有个体落在网格𝑇内，定义如下： 

𝑁𝑇𝜇(𝑆, 𝑞) = {
1, 𝑥 ∈ 𝑇𝜇(𝑞)

0, 𝑥 ∈ 𝑇𝜇(𝑞)
(38) 

类似地有指标簇[69](Cluster, CL𝜇)，定义如下： 

CL𝜇(𝑆, 𝑞) =
|𝑆|

NDC𝜇(𝑆, 𝑞)
(39) 

NDC𝜇越大代表解集𝑆的质量越好，CL𝜇越小代

表解集𝑆的质量越好，它们的计算复杂度均为

𝑂(𝜇𝑚|𝑆|)。 

随着 MOEAs 的发展，计数指标越来越少作为

MOEAs 性能对比仿真实验时的评价指标，这是因

为在一些低维的MOPs上，如ZDT系列测试问题[70]

或 DTLZ 系列测试问题[71]的 2、3 维度上，一些

MOEAs 能够求得大部分甚至全部的非支配解；随

着目标维度的增加，MOPs 由于 Pareto 前沿自身形

态的扩张[44]，也会导致非支配解的大量增加。所以

仅靠计算解集𝑆中非支配解的数量或比例已经无法

满足区分算法优劣程度的需求，因此迫切需要一种

全新类型的评价指标来衡量不同的 MOEAs 的性能。 

3.2  收敛性指标 

Fogel[72]证明了当满足种群个体的进化序列单

调的条件时，进化算法(Evolution Algorithms, EAs)

在 SOP 上会以概率 1 收敛，Rudolph[73]则通过马尔

可夫链 [74](Markov Chain)证明了当 MOEAs 基于

Pareto 等级排名且单调筛选解集时，该 MOEAs 在

MOPs 上以概率 1 收敛。故有如下定义： 

定义 16(收敛)[75].  当进化代数𝑡 → ∞时，若某

个 MOEA 满足解集𝑆中的解𝑥到 Pareto 真实前沿的

距离以概率 1 趋向于 0，则称该 MOEA 收敛。 

收敛性指标大多通过计算解集𝑆到 Pareto 近似

前沿𝑃或参考集𝑅的距离，来反映解集𝑆到真实

Pareto 前沿的贴近程度，不同指标所选取的距离类

型不同。收敛性指标也大多需要参考集进行对照，

即外部参考集或另一个解集。解集𝑆的收敛性越好

则表明 MOEAs 的收敛性越好。 

最为经典的收敛性指标是世代距离 GD[25]，原

始的 GD 定义如下： 

GD(𝑆, 𝑃) =
√∑ 𝑑𝑖

2|𝑆|
𝑖=1

|𝑆|
(40)

 

其中𝑑𝑖 = min
𝑝𝜖𝑃

‖𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑝)‖, 𝑥𝑖𝜖𝑆，𝑑𝑖计算的是𝑥𝑖

与 Pareto 近似前沿𝑃上相距最近的参考点𝑝之间的

欧式距离。符号‖𝐴 − 𝐵‖表示两元素之间的欧氏距

离，下同。 

值得注意的是，GD 计算的并非解集𝑆到真实

Pareto 前沿上相距最近参考点𝑝的欧式距离，而是

欧式距离平方和的开方。 

为了说明一些收敛性指标的计算过程，假设存

在一组 MOPs 的表达式如下： 

𝑓1
𝑝
+ 𝑓2

𝑝
+⋯+ 𝑓𝑚

𝑝
= 1 (41) 

其中𝑓𝑘 ∈ [0, 1], 𝑘 ∈ {1,⋯ ,𝑚}，参数𝑝 ∈ (0,∞)用于

控制真实 Pareto 前沿的形状，如当𝑚 = 3，且𝑝分

别取0. 5, 1, 2时，Pareto 前沿的形状分别为凸曲面、
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平面、凸曲面。 

取𝑚 = 2, 𝑝 = 1，即前沿表现形式为直线的多

优化问题𝑓1 + 𝑓2 = 1。假设存在一个包含三个解的

解集𝑆 = {(0, 1), (1, 1), (1, 0. 5)}，且在真实 Pareto

前 沿上均匀 采样而得 Pareto 近似前沿 𝑃 =

 {(0, 1), (0. 25, 0. 75), (0. 5, 0. 5), (0. 75, 0. 25), (0, 1)},

则 GD 的计算过程如下所示： 

𝑑1 = √(0 − 0)
2 + (1 − 1)2 = 0

𝑑2 = √(1 − 0.5)
2 + (1 − 0.5)2 =

√2

2

𝑑3 = √(1 − 0.75)
2 + (0.5 − 0.25)2 =

√2

4

GD(𝑆, 𝑃) =
(√𝑑1

2 + 𝑑2
2 + 𝑑3

2)

3
=
√3

6
(42)

 

而解集𝑆到 Pareto 近似前沿𝑃的平均距离为： 

𝑑̅(𝑆, 𝑃) =
(𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3)

3
=
√2

4
≠ GD(𝑆, 𝑃) (43) 

GD 的扩展形式[16]定义为： 

GD(𝑆, 𝑃, 𝑞) =
(∑ 𝑑𝑖

𝑞|𝑆|
𝑖=1 )

1
𝑞

|𝑆|
(44)

 

一般情况下规定𝑞 = 2，即： 

GD(𝑆, 𝑃) = GD(𝑆, 𝑃, 2) (45) 

当设置的参考点较少时，GD 存在不足之处，

如图 2 所示：解𝑎为非支配解，但与参考点的距离

较远；解𝑏受解𝑎支配，但与参考点的距离较近。在

离散的优化问题中，该不足之处更为突出。 
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  (a)例 1[50]                               (b)例 2[31] 

图 2  GD 的不足之处示意图[76] 

Ishibuchi 等人[76]针对 GD 的不足提出了GD+，

在计算解𝑥到参考点𝑝的距离时考虑了两者的支配

关系，GD+与 GD 的区别在于对距离的定义： 

GD+(𝑆, 𝑃) =
𝑑+

|𝑆|
(46) 

其中𝑑+ = √∑ (𝑑𝑖
+)

2|𝑆|
𝑖=1 ，若是最小化问题则𝑑𝑖

+ =

max
𝑝𝜖𝑃

{𝑥𝑗
𝑖 − 𝑝𝑗} , 𝑥

𝑖 ∈ 𝑆, 𝑗 ∈ {1,⋯ ,𝐷}，𝐷为决策变量的

维数，若是最大化问题则𝑑𝑖
+ = max

𝑝𝜖𝑃
{𝑝𝑗 − 𝑥𝑗

𝑖}, 𝑥𝑖 ∈

𝑆, 𝑗 ∈ {1, ⋯ , 𝐷}。在图 2 的例 1 中解𝑎和𝑏的GD+值

分别为 2 和 3，例 2 中为 2 和 3. 162，GD+值的大小

与支配关系保持一致。𝑑+的计算方式如图 3 所示。 
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  (a)参考点不支配解                (b)参考点支配解 

图 3  𝑑+的计算方式示意图[76] 

与 GD 相似的还有指标γ[26]与𝑀1
∗[27]： 

γ(𝑆, 𝑃) = M1
∗(𝑆, 𝑃) =

∑ 𝑑𝑖
|𝑆|
𝑖=1

|𝑆|
(47) 

故有如下关系： 

GD(𝑆, 𝑃, 1) = γ(𝑆, 𝑃) = M1
∗(𝑆, 𝑃) = 𝑑̅(𝑆, 𝑃) (48) 

GD、GD+、指标γ与M1
∗越小代表解集𝑆的收敛

性越好，它们的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|)。 

Van Veldhuizen 等人[25]提出了收敛性指标相对

概率(Relative Possible, RP)，用于衡量进化过程中

的相对 GD 值，定义如下： 

RP(𝑆, 𝑃, 𝑡) = 𝑙𝑛√
GD1(𝑆, 𝑃)

GDt(𝑆, 𝑃)
(49) 

其中GD1(𝑆, 𝑃)为代数为 1 时的 GD 值，GDt为代数

为𝑡时的 GD 值。RP 越大代表解集𝑆的收敛性越好，

其计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|)。 

七点平均距离 SPAD[28]计算的是参考集𝑅到解

集𝑆与之间的欧式距离，定义如下： 

SPAD(𝑅, 𝑆) =
∑ 𝑑𝑖
|𝑅|
𝑖=1

|𝑅|
(50) 

其中𝑑𝑖 = min
𝑥𝜖𝑆

‖𝐹(𝑟𝑖) − 𝐹(𝑥)‖, 𝑟𝑖𝜖𝑅，参考集𝑅中的

七个点分别为：(0,
1

3
𝑓2
𝑚𝑎𝑥), (0,

2

3
𝑓2
𝑚𝑎𝑥), (0, 𝑓2

𝑚𝑎𝑥), 

(0, 0) , ( 
1

3
𝑓1
𝑚𝑎𝑥, 0) , (

2

3
𝑓1
𝑚𝑎𝑥, 0) , (0, 𝑓1

𝑚𝑎𝑥)，其中

𝑓1
𝑚𝑎𝑥和𝑓2

𝑚𝑎𝑥分别代表真实 Pareto 前沿中的最大值

与最小值，(0, 𝑓1
𝑚𝑎𝑥)和(0, 𝑓2

𝑚𝑎𝑥)分别为 Pareto 边界

点（定义13）。SPAD越小代表解集𝑆的收敛性越好，

其计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆|)。 

SPAD 较上述指标优势在于它不依赖 Pareto 近
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似前沿𝑃的信息，但 SPAD 只适用于 2 维的目标优

化问题。SPAD 与 GD 所选取的参考集和计算方式

均不同， GD 计算的是解𝑥到 Pareto 近似前沿𝑃上的

参考点𝑝之间的距离，SPAD 计算的是从参考集𝑅中

的参考点𝑟到解𝑥的距离。 

Zitzler 等人[50]提出了二元收敛性指标𝐼𝜀，计算

的是使得𝑆1 ≽ 𝑆2所需的最小𝜀值，定义如下： 

𝐼𝜀(𝑆1, 𝑆2) = 𝑖𝑛𝑓
𝜀∈𝑅

{∀𝑥2 ∈ 𝑆2|∃𝑥
1 ∈ 𝑆1: 𝑥

1 ≽𝜀 𝑥
2} (51) 

其中𝑥1 ≽𝜀 𝑥
2当且仅当满足： 

(∀𝑖)𝑓(𝑥𝑖
1) ≤ 𝜀 ∙ 𝑥𝑖

2𝑓(𝑥𝑖
2), 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (52) 

当解𝑥1 ≻≻ 𝑥2意味着 𝜀 < 1。 

类似地有二元收敛性指标𝐼𝜀+
[50]，定义如下： 

𝐼𝜀+(𝑆1, 𝑆2) = 𝑖𝑛𝑓
𝜀∈𝑅

{∀𝑥2 ∈ 𝑆2|∃𝑥
1 ∈ 𝑆1: 𝑥

1 ≽𝜀+ 𝑥
2}  

(53) 

其中𝑥1 ≽𝜀+ 𝑥
2当且仅当满足： 

(∀𝑖)𝑓(𝑥𝑖
1) ≤ 𝜀 + 𝑓(𝑥𝑖

2), 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (54) 

指标𝐼𝜀、𝐼𝜀+越小代表解集𝑆1较解集𝑆2的收敛性

越好，它们的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆1| · |𝑆2|)。 

Zitzler 等人 [24] 提出了收敛性指标， Van 

Veldhuizen[77]将其命名为高维空间(Hyperarea, H)，

计算的是解𝑥所覆盖的空间，该指标与超体积指标

HV 不同，HV 计算的是非支配解𝑥所支配的空间。

指标 H 的定义如下： 

H(𝑆) = 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(⋃𝑎𝑖

|𝑆|

𝑖=1

) (55) 

其中𝑎𝑖是由解𝑥与坐标轴原点作为对角线构成的超

立方体，𝑎𝑖所覆盖的空间大小为 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(𝑎𝑖)。对于

PF 为非凸的 MOPs，指标 H 存在一定的误差[24]。 

f1

0
f2

PF
x

高维空间H

      

f1

0
f2

PF
x

高维空间H

 

  (a)解集多样性好但指标 H 较大          (b)解集多样性差但指标 H 较小 

图 4  指标 H 为收敛性指标而非综合性指标说明 

指标 H 越小越好。图 4 表明了指标 H 是收敛

性指标而非综合性指标，其中阴影部分面积为指标

H 在 2 维 MOPs 上的值。图 4(a)中的解集多样性较

好，但是指标H较大，图4(b)中的解集多样性较差，

指标 H 反而较小，故指标 H 无法衡量多样性。 

Zitzler[27]提出了二元收敛性指标覆盖差异

(Coverage difference, D)，定义如下： 

D(𝑆1, 𝑆2) = H(𝑆1 ∪ 𝑆2) − H(𝑆2) (56) 

D 的计算方式如图 5 所示，以 2 维的 MOPs 为

例， D(𝑆1, 𝑆2) = 𝛼，D(𝑆2, 𝑆1) = 𝛽。此外也可计算

得H(𝑆1) = 𝛼 + 𝛾，H(𝑆2) = 𝛽 + 𝛾。𝛼, 𝛽, 𝛾分别为三

部分的阴影面积。 
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图 5  指标 D 的计算方式示意图[27] 

为了消除目标空间上每一维度取值范围不同

的问题，Van Veldhuizen[77]进一步提出了高维空间

比率(Hyperarea ratio, HR)，其定义如下： 

HR(𝑆, 𝑃) =
H(𝑆)

H(𝑃)
(57) 

指标 H、HR 越小代表解集𝑆的收敛性越好，指

标 D 越小代表解集𝑆1较解集𝑆2的收敛性越好，指标

H、D 的计算复杂度均为𝑂(|𝑆|𝑚−1)，由于|𝑃| ≫ |𝑆|， 

故 HR 的 计 算 复 杂 度 为 𝑂((|𝑆| + |𝑃|)𝑚−1) =

𝑂(|𝑃|𝑚−1)，其他评价指标的计算复杂度出现|𝑆|和

|𝑃|相加的情况也可以如此计算。 

收敛性指标的出现能够在很大程度上反映

MOEAs 的性能优劣，但是由于 MOPs 存在边界（定

义 12）等难优化区域[78]，即便算法所求得的解集𝑆

中的解大部分甚至全部落在了真实 Pareto 前沿上，

算法也仍然有较大的提升空间，因此需要多样性指

标进一步衡量解集的优劣性。 

3.3  多样性指标 

多样性指标衡量解集𝑆的分布性与延展性，如

图 6 说明了多样性中分布性与延展性的差异，黑点

为 MOEAs 求得的解，曲线为 Pareto 前沿。图 6(a)

中的解集分布均匀，具有良好的分布性，但该解集

在 Pareto 前沿的边界区域的分布过于稀疏，其延展

性较差；图 6(b)中的解集则具有良好的延展性但其

分布性较差。因此图 6 中的这两个解集都不具备良

好的多样性。 
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        (a)分布性好延展性差                        (b)分布性差延展性好 

图 6  多样性评价指标的分布性与延展性[18] 

Wang 等人[79]受生物多样性的启发，认为多样

性与均匀性(Uniformity)存在一定的差异，如图 7 说

明了两者之间的不同，柱形图代表的是某一目标函

数在各取值上出现的频率。当解集分布如图 7(a)所

示时，现有的大多数多样性指标会达到最优的指标

值，而 Wang 等人[79]认为图 7(c)的多样性比图 7(a)

的多样性更佳。 

频
率

频
率

频
率

频
率

频
率

 

   (a)                    (b)                   (c)                   (d)                   (e) 

图 7  多样性与均匀性的差异[79](a)均匀性好多样性相对较差

(b)均匀性好延展性差(c)均匀性相对较差多样性好(d)均匀

性好多样性差(e)均匀性好多样性特别差 

3.3.1 只衡量分布性的多样性指标 

Deb 等人[26]提出了指标Δ′，通过比较每个连续

解之间的距离来衡量算法的分布性，定义如下： 

Δ′(𝑆) = ∑
(𝑑𝑖 − 𝑑̅)

|𝑆| − 1

|𝑆|−1

𝑖=1

(58) 

其 中 𝑑𝑖 = ‖𝐹(𝑥
𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖+1)‖, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚 − 1}计

算的是两个连续的解之间的欧氏距离。𝑑̅ =
𝑑𝑖

|𝑆|−1
计

算的是𝑑𝑖的均值，当所有解相距其他解的距离相同

时，即𝑑𝑖 ≡ 𝑑̅，此时Δ′(𝑆) = 0，分布性达到最佳。

Δ′只适用于 2 维的目标优化问题，因为当目标数量

大于等于 3 时难以定义两个解之间的连续关系。 

类似地，有空间指标 SP[28]，定义如下： 

SP(𝑆) = √∑
(𝑑𝑖 − 𝑑̅)

2

|𝑆| − 1

|𝑆|

𝑖=1
(59) 

Δ′和 SP 除了数学表达式上的不同外，最大的

不同在于𝑑𝑖的选择与距离计算方式，Δ′中𝑑𝑖计算的

是连续解之间的距离，SP 中𝑑𝑖计算的是相距最近的

两个解之间的距离。 

SP 中𝑑𝑖的计算方式如下： 

𝑑𝑖 = min
𝑥𝑗∈𝑆,𝑥𝑖≠𝑥𝑗

(∑ |𝐹𝑘(𝑥
𝑖) − 𝐹𝑘(𝑥

𝑗)|
𝑚

𝑘=1
) (60) 

由公式(60)可见 SP 中𝑑𝑖的计算方式不是欧式

距离，而是𝑥𝑖和𝑥𝑗之间的曼哈顿距离。图 8 表明了

这两个评价指标对𝑑𝑖的选择与计算的差异，Δ′选择

了 3 段𝑑𝑖，计算的是欧式距离；SP 选择了 4 段𝑑𝑖，

计算的是曼哈顿距离。 
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       (a) Δ′中𝑑𝑖的选择与计算                (b)SP 中𝑑𝑖的选择与计算 

图 8  Δ′和 SP 中𝑑𝑖选择与计算 

故对于 Pareto 前沿为分段函数的 MOPs，如

ZDT3[70]，当解集均匀分布在整个 Pareto 前沿上时，

其Δ′依然会较大，而 SP 会变得很小。Δ′与 SP 越小

代表解集𝑆的分布性越好，它们的计算复杂度均为

𝑂(𝑚|S|2)。 

Srinivas 等人[80]提出了分布性指标χ2(或记为ι)，

计算的是解集𝑆的卡方分布，定义如下： 

χ2(𝑆, 𝑞) = √∑ (
𝑛𝑖 − 𝑛𝑖̅
𝜎𝑖

)
2𝑞+1

𝑖=1
(61) 

其中𝑞是期望的最优解数目。将目标空间划分为𝑞 +

1个区域，𝑛𝑖是落在第𝑖个子区域内解𝑥的数量，𝜎𝑖
2则

是该子区域内解𝑥数量的方差。χ2越小代表解集S的

分布性越好，其计算复杂度为𝑂(𝑚|S|2)。 

Ziztler[27]提出了指标M2
∗，指标M2

∗计算的是解

集𝑆中处于同一个小生境(Niche)范围内解的比例： 

M2
∗(𝑆, 𝜎) =

∑ |{𝑥2 ∈ 𝑆|‖𝑥1 − 𝑥2‖ < 𝜎}|𝑥1∈𝑆

|𝑆| − 1
(62) 

其中𝜎是人为指定的参数，代表小生境的范围，小

生境是指目标空间中相距较近的一群解，以模拟自

然界生物中“物以类聚”的现象。指标M2
∗越大代

表解集𝑆的分布性越好，其计算复杂度为𝑂(𝑚|S|2)。 

Tan 等人 [55]提出了均匀分布指标 (Uniform 

Distribution, UD)，定义如下： 

UD(𝑆) =
1

1 + 𝑆𝑛𝑐
(63) 
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其中参数𝑆𝑛𝑐代表的是在小生境中非支配解的数量

的标准差，𝑆𝑛𝑐的定义如下： 

𝑆𝑛𝑐 = √
∑ (𝑛𝑐(𝑥𝑖) − 𝑛𝑐̅̅ ̅(𝑥))

2|𝑆|
𝑖=1

|𝑆| − 1

𝑛𝑐(𝑥𝑖) = |{𝑥𝑗 ∈ 𝑆|‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ < 𝜎 ∧ 𝑖 ≠ 𝑗}| (64)

 

其中𝑛𝑐̅̅ ̅(𝑥) =
(∑ 𝑛𝑐(𝑥𝑖)

|𝑆|
𝑖=1 )

|𝑆|
，𝜎代表小生境的范围。UD

越小代表解集𝑆的分布性越好，其计算复杂度为

𝑂(𝑚|S|2)。 

3.3.2 只衡量延展性的多样性指标 

指标M3
∗ [27]与M2

∗不同，不衡量分布性而只衡量

延展性，计算的是解集𝑆中在每个目标上相距最远

的个体之间的距离之和，定义如下： 

M3
∗(𝑆) = √∑ max‖𝑓𝑘(𝑥

𝑖) − 𝑓𝑘(𝑥
𝑗)‖

𝑚

𝑘=1
(65) 

类似地有最大延展度 MS[48]： 

MS(𝑆) = √
1

𝑚
∑ 𝛿𝑘

𝑚

𝑘=1
(66) 

其中𝛿𝑘的定义如下： 

𝛿𝑘 = (
min(𝑓𝑘

𝑚𝑎𝑥, 𝐹𝑘
𝑚𝑎𝑥) −max(𝑓𝑘

𝑚𝑖𝑛, 𝐹𝑘
𝑚𝑖𝑛)

𝐹𝑘
𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑘

𝑚𝑖𝑛 )

2

(67) 

其中𝑓𝑘
𝑚𝑎𝑥, 𝑓𝑘

𝑚𝑖𝑛是解集𝑆在第𝑘个目标上的最大值与

最小值，𝐹𝑘
𝑚𝑎𝑥 , 𝐹𝑘

𝑚𝑖𝑛是 Pareto 最优解集𝑃𝑆在第𝑘个

目标上的最大值与最小值。 

总 Pareto 延展度[69](Overall Pareto Spread, OS)

计算的是解集𝑆中在每个目标上相距最远的个体之

间的距离乘积，定义如下： 

OS(𝑆) =
∏ |max

𝑥∈𝑆
𝑓𝑘(𝑥) −min

𝑥∈𝑆
𝑓𝑘(𝑥)|

𝑚
𝑘=1

∏ |𝑓𝑘(𝑧𝑛𝑎𝑑) − 𝑓𝑘(𝑧𝑔)|
𝑚
𝑘=1

(68) 

其中𝑧𝑔 = min𝑓𝑖(𝑥
∗), 𝑥∗ ∈ 𝑃𝑆, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}，𝑧𝑛𝑎𝑑见

定义 15，𝑧𝑔与理想点𝑧∗（定义 14）不同。 

Li 等人[81]则提出了一种基于超体积指标的分

布广度指标(Spread Indicator, SI)。通过投影并计算

在低一维的解集𝑆中边界集𝐵S（定义 13）与参考点

的超体积，来评估边界解集𝑆的分布广度。  

上述 4 个指标越大代表解集𝑆的延展性越好，

MS 和 OS 的计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆|)，M3
∗的计算复杂

度为𝑂(𝑚|S|2)，SI 的计算复杂度为𝑂(|S|𝑚−1)。 

3.3.3 同时衡量分布性和延展性的多样性指标 

Deb 等人[26]在Δ′的基础上提出了指标Δ： 

Δ(𝑆, 𝑃) =
𝑑𝑓 + 𝑑𝑙 + ∑ |𝑑𝑖 − 𝑑̅|

|𝑆|−1
𝑖=1

𝑑𝑓 + 𝑑𝑙 + (|𝑆| − 1)𝑑̅
(69) 

其中𝑑𝑖是两个连续解之间的欧式距离，𝑑̅是𝑑𝑖的均

值，具体定义等同于Δ′中的𝑑𝑖与𝑑̅。引入𝑑𝑓和𝑑𝑙是

为了衡量解集的延展性，它们计算的是距离解集𝑆 

与 Pareto 边界点之间的最小距离。Δ和Δ′一样只适

用于 2 维的目标优化问题。 

Zhou 等人[29]提出指标Δ∗，不再使用连续的解

计算𝑑𝑖，而是用相距最近的两个解计算𝑑𝑖，并改进

了关于𝑑𝑓和𝑑𝑙的计算方式，定义如下： 

Δ∗(𝑆, 𝑃) =
∑ 𝑑(𝑥𝑒𝑥𝑡∗, 𝑆)𝑚
𝑘=1 + ∑ |𝑑𝑖 − 𝑑̅|

|𝑆|
𝑖=1

∑ 𝑑(𝑥𝑒𝑥𝑡∗, 𝑆)𝑚
𝑘=1 + |𝑆|𝑑̅

(70) 

其 中 𝑑(𝑥𝑒𝑥𝑡∗, 𝑆) = min
𝑥∈𝑆

‖𝑓𝑘(𝑥
𝑒𝑥𝑡∗) − 𝑓𝑘(𝑥)‖, 𝑥

𝑒𝑥𝑡∗ ∈

𝑃𝑆，计算的是在第𝑘个目标上 Pareto 边界点到解集

𝑆的最小距离。Δ∗中的𝑑𝑖计算方式如下： 

𝑑𝑖 = min
𝑥𝑗∈𝑆,𝑥𝑖≠𝑥𝑗

(‖𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑗)‖) (71) 

Ibrahim 等 人 [82] 提 出 了 线 性 分 布 (Line 

Distribution, Δ𝐿𝑖𝑛𝑒)，用参数𝛽将[0, 1]的空间均匀地

划分成了𝑁等份，定义如下： 

Δ𝐿𝑖𝑛𝑒
𝑖 (𝑆, 𝛽) =

∑ min
𝑥∈𝑆

|𝛽𝑗 − 𝐹𝑖(𝑥)|
|𝛽|
𝑗=1

|𝛽|
(72) 

Δ𝐿𝑖𝑛𝑒(𝑆, 𝛽) =
∑ 𝛥𝐿𝑖𝑛𝑒

𝑖 (𝑆, 𝛽)𝑚
𝑖=1

𝑚
(73) 

Δ𝐿𝑖𝑛𝑒的优势在于无需知道真实 Pareto 前沿信

息。Δ、Δ∗与Δ𝐿𝑖𝑛𝑒越小代表解集𝑆的多样性越好，Δ

与Δ∗的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆|2 +𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) =

𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|)，Δ𝐿𝑖𝑛𝑒的计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆|2)。 

Cai 等人[83]提出了 DIR，用𝑀个权重向量将目

标空间均匀地划分成了𝑀 − 1份，定义如下： 

DIR(𝑆) =
DIR∗

DIR𝑚𝑎𝑥
=
√
1
|𝑆|
∑ (𝑐𝑖 −𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑐))

2|𝑆|
𝑖=1

|𝑀|
|𝑆|

√|𝑆| − 1
(74) 

其中𝑐是覆盖向量，𝑐𝑖计算的是距离解𝑥𝑖最近的权重

向量个数，𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑐) =
1

|𝑆|
∑ 𝑐𝑖
|𝑆|
𝑖=1 。DIR 越小代表解

集𝑆的多样性越好，计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑀|)。 

Wang 等人[79]提出纯粹距离(Pure Distance, PD)

应对高维目标优化问题[84](Many-objective Problems, 
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MaOPs)，通过计算解𝑥与解集𝑆的不相似度来衡量

解集的多样性，定义如下：  

PD(𝑆) = max
𝑥𝑖∈𝑆

(PD(𝑆 − 𝑥𝑖) + 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑆 − 𝑥𝑖)) (75) 

其中𝑑的计算方式如下： 

𝑑(𝑥, 𝑆) = min
𝑥𝑖∈𝑆

(𝑑𝑖𝑠𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦(𝑥, 𝑥𝑖)) (76) 

其中𝑑𝑖𝑠𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦的计算过程可以参见文献[79]，

PD 越大代表解集𝑆多样性越好，PD 的计算复杂度

为𝑂(𝑚|𝑆|2)。 

Jiang 等人[85]提出了HV𝑑，用超体积评估解集𝑆

的多样性，将解集𝑆投影到线性的 Pareto 近似前沿

后，再进行 HV 值的计算。 

HV𝑑的计算方式如图 9 所示，阴影部分面积为

 HV𝑑在 2 维 MOPs 上的值。图 9(a)的阴影面积较大

解集多样性较好，图 9(b)的阴影面积较大解集多样

性较差。需要说明的是，HV𝑑无法衡量收敛性，如

解𝑥在连接该解和投影点之间的虚线上移动时并不

会改变HV𝑑的值，故HV𝑑仅可衡量多样性，并非综

合性指标。HV𝑑越大代表解集𝑆多样性越好， HV𝑑的

计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆|𝑚−1)。 
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(a)解集多样性较好                          (b)解集多样性较差 

图 9  指标HV𝑑的计算方式示意图[85] 

Tian 等人 [86]提出了 Pareto 前沿覆盖范围

(coverage over the Pareto front, CPF)，CPF将解集𝑆中

的解𝑥替换为 Pareto 近似前沿上距离该解最近的点，

并将新解集𝑆′投影到低一维的空间，计算的是投影

后超立方体的覆盖空间。CPF 需要知道真实 Pareto

前沿的信息，其值越大代表解集𝑆的多样性越好，

由于|𝑃| ≫ |𝑆|，故其计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑃|2)。 

此外，还有一些计算过程较为复杂的多样性指

标，比如基于网格的D̅ [57]、DCI[87]和 M-DI[88]，将

目标空间均匀地划分成若干网格，并根据网格内解

的数量来衡量解集的多样性；基于信息熵的指标

E[89]和 CE[90]，通过影响函数来估计解集密度，并

通过𝑆ℎ𝑎𝑛𝑛𝑜𝑛函数计算个体信息熵；基于角度的指

标D𝜎
[91]和D𝜎

′ [92]减弱了因收敛性不同而对多样性评

价产生的影响，设立一组经过原点的参考向量并以

此计算非支配解覆盖空间的比例。它们的缺陷均在

于参数难以设定且计算复杂度高，它们的指标值越

大代表解集𝑆多样性越好。 

3.4  综合性指标 

综合性指标能够同时衡量解集的收敛性与多

样性。解集𝑆1在某综合性指标的数值上优于解集𝑆2，

意味着解集𝑆1在收敛性或多样性上优于解集𝑆2，并

有可能在两种性能上同时优于解集𝑆2。 

3.4.1 通用的综合性指标 

Coello Coello 等人[30]于 2005 年提出了综合性

指标反世代距离 IGD，计算的是 Pareto 近似前沿𝑃

上每个参考点到解集𝑆中相距最近的解的平均距离，

IGD 的定义如下： 

IGD(𝑃, 𝑆) =
√∑ 𝑑𝑖

2|𝑃|
𝑖=1

|𝑃|
(77)

 

其中𝑑𝑖 = min
𝑥𝜖𝑆

‖𝐹(𝑝𝑖) − 𝐹(𝑥)‖, 𝑝𝑖𝜖𝑃，𝑑𝑖计算的是

Pareto 近似前沿𝑃上的参考点𝑝与最近的解𝑥𝑖之间

的欧式距离。 

在书籍[16]以及在基于 Matlab 的 MOEAs 平台

PlatEMO[93]的现有版本中，在计算 IGD 时均使用欧

式距离而非欧式距离的平方，故不妨类比 GD 定义

IGD 的扩展形式[18]： 

IGD(𝑃, 𝑆, 𝑞) =
(∑ 𝑑𝑖

𝑞|𝑃|
𝑖=1 )

1
𝑞

|𝑃|
(78)

 

图 10 说明了 GD 与 IGD 的计算方式的差别。

GD 是收敛性指标而 IGD是综合性指标，这是因为

当解集多样性不佳时，GD 依然可以得到较好的指

标值，而 IGD 的部分参考点具有较大的值，导致

IGD 所得数值较差。 
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x
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     (a) GD 计算方式示意图               (b) IGD 计算方式示意图 

图 10  GD 与 IGD 计算方式示意图 

Czyzżak 等人[94]早在 IGD 提出的7 年前就提出

了 Dist1，计算方式类似于 IGD，不同之处在于 Dist1

计算的距离是某目标上的最大值：  
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Dist1(𝑃, 𝑆) =
∑ 𝑐𝑖(𝑃, 𝑆)
|𝑃|
𝑖=1

|𝑃|
(79) 

𝑐𝑖(𝑃, 𝑆) = max
𝑘∈{1,⋯,𝑚}

{0,𝑤𝑘(𝑓𝑘(𝑝) − 𝑓𝑘(𝑥))} (80) 

其中𝑤𝑘为 Pareto 前沿在该目标上最大值的倒数，用

于归一化操作。 

即有如下关系： 

IGD(𝑃, 𝑆, 1) = 𝑑̅(𝑃, 𝑆) ≠ Dist1(𝑃, 𝑆) (81) 

当设置的参考点较少时，IGD 的不足之处类似

于 GD，如图 11 所示，解集𝑆2中的解均受解集𝑆1中

的解支配，故解集𝑆1的质量优于解集𝑆2，但通过比

较 IGD 值会得出相反的结论。 
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图 11  IGD 的不足之处示意图[76] 

IGD+[76]弥补了上述不足，在计算参考点𝑝到解

𝑥的距离时考虑了两者的支配关系，定义如下： 

IGD+(𝑃, 𝑆) =
𝑑+

|𝑃|
(82) 

其中𝑑+ = √∑ (𝑑𝑖
+)

2|𝑃|
𝑖=1 ，若是最小化问题则𝑑𝑖

+ =

max
𝑥𝜖𝑆

{𝑥𝑗 − 𝑝𝑗
𝑖} , 𝑝𝑖 ∈ 𝑃, 𝑗 ∈ {1,⋯ , 𝐷}，𝐷为决策变量的

维数，若是最大化问题则𝑑𝑖
+ = max

𝑥𝜖𝑆
 {𝑝𝑗

𝑖 − 𝑥𝑗}, 𝑝
𝑖 ∈

𝑃, 𝑗 ∈ {1,⋯ , 𝐷}，𝑑+的计算方式可参考 3. 2 节的图 3。 

类似地，Dilettoso 等人[95]提出了近似度(Degree 

of Approximation, DOA)，计算方式与IGD+相同。 

Ibrahim等人[82]提出了目标 IGD(Objective-wise 

IGD, ObjIGD)，计算的距离是各目标上的差值： 

ObjIGD𝑖(𝑃, 𝑆) =
∑ min

𝑥∈𝑆
|𝐹𝑖(𝑝) − 𝐹𝑖(𝑥)|𝑝∈𝑃

|𝑃|
(83) 

ObjIGD(𝑃, 𝑆) =
∑ ObjIGD𝑖(𝑃, 𝑆)
𝑚
𝑖=1

𝑚
(84) 

Tian 等人[96]提出了检测非贡献解的 IGD 指标

(IGD with nonnoncontributing solution detection, 

IGD-NS)，定义如下： 

IGD − NS(𝑃, 𝑆) = ∑min
𝑥∈𝑆

𝑑(𝑝, 𝑥)

𝑝∈𝑃

+ ∑ min
𝑝∈𝑃

𝑑(𝑥, 𝑝)

𝑥∈𝑆′
 

(85) 

其中𝑑计算的是欧式距离，集合𝑆′中包含了不参与

IGD 值计算的解，即在使用 IGD-NS 时解集𝑆中的

所有解均参与指标值的运算。 

Schutze 等人[31]提出了平均豪斯多夫距离Δ𝑝，

该指标结合了 GD 与 IGD，定义如下： 

Δ𝑝(𝑆, 𝑃, 𝑞) = max(GD𝑝(𝑆, 𝑃, 𝑞), IGD𝑝(𝑃, 𝑆, 𝑞)) (86) 

假设解𝑥与 Pareto 近似前沿𝑃的距离为 1，则： 

GD(𝑆, 𝑃, 𝑞) =
√1𝑞 +⋯+ 1𝑞
𝑞

|𝑆|
=
√𝑁
𝑞

𝑁
(87) 

故当解数量增多时解集𝑆的 GD 值会减小，且有： 

lim
𝑁→∞

GD(𝑆, 𝑃, 𝑝) =0 (88) 

但对于每个解𝑥而言，其 GD 值并不会随着解

数量的增加而改变，IGD同理，因此修改 GD与 IGD

为GD𝑝与IGD𝑝。它们的定义分别为： 

GD𝑝(𝑆, 𝑃, 𝑞) = (
1

|𝑆|
∑min

𝑝∈𝑃
𝑑𝑞(𝑥, 𝑝)

𝑥∈𝑆

)

1
𝑞

(89) 

IGD𝑝(𝑃, 𝑆, 𝑞) = (
1

|𝑃|
∑min

𝑥∈𝑆
𝑑𝑞(𝑝, 𝑥)

𝑝∈𝑃

)

1
𝑞

(90) 

其中参数𝑞用于控制指标Δ𝑝，𝑞越大则Δ𝑝对离群点

的惩罚越大，𝑑计算的是欧式距离。 

Van Veldhuizen 等人[77]提出了综合性指标最大

错误率(Maximum Pareto Front Error, ME)，可以同

时比较解集的趋近程度和覆盖程度，计算的是解𝑥

到 Pareto 近似前沿𝑃中相距最近参考点𝑝的距离，并

取其中的最大值作为指标值，ME 的定义如下： 

ME(𝑃, 𝑆) = max
𝑝∈𝑃

√min
𝑥∈𝑆

∑ |𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑝)|2
𝑚

𝑘=1
(91) 

Czyzżak 等人[94] 提出的 Dist2 与 ME 类似： 

Dist2(𝑃, 𝑆) = max
𝑝∈𝑃

(min
𝑥∈𝑆

∑|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑝)|

𝑚

𝑘=1

) (92) 

故不妨定义 ME 的扩展形式： 

ME(𝑃, 𝑆, 𝑞) = max
𝑝∈𝑃

(min
𝑥∈𝑆

∑|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑝)|
𝑞

𝑚

𝑘=1

)

1
𝑞

(93) 
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即有如下关系： 

ME(𝑃, 𝑆, 1) = Dist2(𝑃, 𝑆) = max
𝑝∈𝑃

(𝑑(𝑃, 𝑆)) (94) 

IGD、IGD+、ObjIGD、IGD-NS、Δ𝑝、ME、

DOA、Dist1、Dist2 这 9 个评价指标的值越小代表

解集𝑆的综合性越好，且它们均需要知道真实Pareto

前沿信息，它们的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑃|)。 

Li 等人 [97]提出了性能对比指标(Performance 

Comparison Indicator, PCI)，PCI 是一个无需知道真

实 Pareto 前沿信息的𝑛元指标，合并各 MOEAs 求

得的解集并进行聚类，在每个簇中分别生成理想点

作为参考点计算指标值。PCI 越小代表解集𝑆的综

合性越好，计算复杂度高。 

超体积指标 HV[33]衡量的是个体所支配的空间
[27]，也可称为指标 S[33](Size of the Dominated Space, 

S)。通常情况下，参考点𝑧𝑟𝑒𝑓的设定与最低点𝑧𝑛𝑎𝑑

（定义 15）有关，HV 的定义如下： 

HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(⋃𝑐𝑖

|𝑆|

𝑖=1

) (95) 

其中𝑐𝑖是由某一非支配解𝑥与参考点𝑧𝑟𝑒𝑓作为对角

线构成的超立方体，其超体积𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(𝑐𝑖)为： 

𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(𝑐𝑖) =

{
 
 

 
 ∏(𝑧𝑘

𝑟𝑒𝑓
− 𝑓𝑘(𝑥

𝑖))

𝑚

𝑘=1

,

(∀𝑘(𝑧𝑘
𝑟𝑒𝑓

− 𝑓𝑘(𝑥
𝑖) > 0))

0, (∃𝑘(𝑧𝑘
𝑟𝑒𝑓

− 𝑓𝑘(𝑥
𝑖) ≤ 0))

(96) 

公式 96 表明了劣于参考点𝑧𝑟𝑒𝑓的非支配解𝑥均

不参与 HV 运算。HV 的另一种表达为： 

HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = ⋀( ⋃ {𝑥|𝑥∗ ≻ 𝑥 ≻ 𝑧𝑟𝑒𝑓}

𝑥∗∈𝑃𝑆

) (97)

                                                                                     

 

其中⋀指的是勒贝格(Lebesgue)测度[98]。HV 的计算

方式如图 12 所示，以 2 维的 MOPs 为例，阴影部

分面积为超体积 HV 的值。 
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图 12  HV 的计算方式示意图 

Fleischer[99]证明了对于给定的目标空间和参

考点，所有解均落在 Pareto 前沿上是 HV 取得最大

值的充分条件，即求取最大的 HV 值与寻找最优的

Pareto 解集是等价的。文献[100-101]通过实验表明，

当解集𝑆均匀分布时 HV 的值较大，即 HV 能够衡

量解集𝑆的多样性。 

HV 的不足之处在于受参考点影响较大[102]，以

及随着目标空间维度的增加，计算复杂度急剧增大。

如图 13 所示，解集𝑆1和𝑆2在不同参考点𝑧𝑟𝑒𝑓下的

HV 值呈现了截然相反的情况。 
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图 13  HV 的不足之处示意图[102] 

常见地用于加快HV计算速度的方法为蒙特卡

罗法[12][103] ，其具体操作过程是在目标空间中均匀

地采样大量的点，统计落在 HV 区域内的点数量，

根据点数比例计算 HV 的数值。但蒙特卡罗法通过

采样的方式牺牲了一定的精确度，快速计算精确的

HV 值的方法可以参考文献[104-105]。 

Wu 等人 [69]提出了高维空间差异 (Hyperarea 

Difference, HD)，实际上计算的为超体积差异

(Hypervolume Difference, HVD)，定义如下： 

HD(𝑆, 𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = HV(𝑧0, 𝑧𝑟𝑒𝑓) − HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) (98) 

其中𝑧0 = (0,0,⋯ ,0)为坐标轴原点。当计算 HD 时

需对 MOPs 进行归一化操作，使得最低点𝑧𝑛𝑎𝑑 =

(1,1,⋯ ,1)，参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 = 𝑧𝑛𝑎𝑑。即有： 

HD(𝑆, 𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = HV(𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓) − HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) (99) 

由于在实际问题中存在真实 Pareto 前沿未知

的情况，因此在归一化后可令HV(𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = 1，即： 

HD(𝑆, 𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓) = 1 − HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) (100) 

以公式(100)的计算方式为例，图 14 表明了指

标 HD 是综合性指标而非收敛性指标的原因，阴影

部分面积为指标 HD 在 2 维 MOPs 上的值。HD 越

小越好，图 14(a)中的解集多样性较好且 HD 较小，
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图 14(b)中的解集多样性较差且 HD 较大，故指标

HD 在衡量收敛性的同时可以衡量多样性。 
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(a)解集多样性好但 HD 较小       (b)解集多样性差但 HD 较大 

图 14  指标 HD 为综合性指标而非收敛性指标说明 

准确率[69](Accuracy, AC)衡量的是解集𝑆落在

Pareto 前沿上的程度，定义如下： 

AC(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) =
1

1 − H(𝑆) − HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓)
(101) 

当计算 AC 时需对 MOPs 进行归一化操作，使得最

低点𝑧𝑛𝑎𝑑 = (1,1,⋯ ,1)，参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 = 𝑧𝑛𝑎𝑑。 

HV、AC 越大代表解集𝑆的综合性越好，HD 越

小代表解集𝑆的综合性越好，HV、AC 的计算复杂

度均为𝑂(|𝑆|𝑚−1)，HD 的计算复杂度为𝑂(|𝑃|𝑚−1)。 

Hansen 等人[67]提出了一系列的二元综合性指

标，基于概率的R1衡量的是解集𝑆1优于解集𝑆2的预

期比例，定义如下： 

R1(𝑆1, 𝑆2, 𝑈, 𝑝) = ∫ 𝐶(𝑆1, 𝑆2, 𝑢)𝑝(𝑢)𝑑𝑢

𝑢∈𝑈

(102) 

𝐶(𝑆1, 𝑆2, 𝑢) = {

1, 𝑢∗(𝑆1) > 𝑢
∗(𝑆2)

0.5, 𝑢∗(𝑆1) = 𝑢
∗(𝑆2)

0, 𝑢∗(𝑆1) < 𝑢
∗(𝑆2)

(103) 

其中𝑈是聚合函数的集合，𝑢∗(𝑆1)代表解集𝑆1的聚

合函数最大值，即𝑢∗(𝑆1) = max
𝑥∈𝑆

{𝑢(𝑥)}，𝑝(𝑢)是表

示的是聚合函数𝑢出现的概率。对于 Pareto 前沿为

凸函数的 MOPs，采用加权的切比雪夫(Weighted 

Tchebycheff)聚合方式，如在 2 维的 MOPs 中有： 

𝑢𝑘 = 𝑘𝑓1 + (1 − 𝑘)𝑓2 (104) 

指标R2[67] 衡量的是解集𝑆1优于解集𝑆2的预期

程度，定义如下： 

R2(𝑆1, 𝑆2, 𝑈, 𝑝) = ∫(𝑢∗(𝑆1) − 𝑢
∗(𝑆2))𝑝(𝑢)𝑑𝑢

𝑢∈𝑈

(105) 

指标R3[67] 衡量的是解集𝑆1较解集𝑆2的优势比

例，定义如下： 

R3(𝑆1, 𝑆2, 𝑈, 𝑝) = ∫
𝑢∗(𝑆1) − 𝑢

∗(𝑆2)

𝑢∗(𝑆1)
𝑝(𝑢)𝑑𝑢

𝑢∈𝑈

(106) 

类似地有指标R1R、R2R和R3R
[67]，用参考集𝑅

取代了另一个解集𝑆2，为的是在比较多个解集时避

免解集之间的非关联性[67]。这 6 个 R 系列的指标越

大代表解集𝑆的综合性越好，R1、R2和R3的计算复

杂度为𝑂(𝑚|𝑆1| ∙ |𝑆2|)，R1R、R2R和R3R的计算复

杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑃|)。 

指标 P[106]是应对 MaOPs 的综合性指标。在求

解高维目标优化问题时，若解𝑆收敛性较差，IGD

与 HV 衡量解集𝑆的多样性时存在较大偏差，指标 P

解决了这个问题，它通过方向向量将目标空间均匀

地划分成若干子空间，计算解𝑥到与之相关联的方

向向量的距离𝑟𝑖，并取其倒数，指标 P 的定义如下： 

P(𝑆) =∑
1

𝑟𝑖

𝑀

𝑖=1

(107) 

其中𝑀为方向向量的数量，选取距离的倒数进行计

算是因为子空间内不存在解时，可令
1

𝑟𝑖
= 0。关联

方向向量和解的计算过程如下： 

𝑖 = max
𝑗=1:𝑀

𝑤𝑗
𝑇𝐹(𝑥)

‖𝑤𝑗‖‖𝐹(𝑥)‖
(108) 

其中𝑤𝑗为方向向量，𝐹(𝑥)为解𝑥的目标向量，解𝑥关

联第𝑖个方向向量。指标 P 越大代表解集𝑆的综合性

越好，其计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑀|)。 

3.4.2 PMOEAs 专用的综合性指标 

IGD和HV作为常用的综合性指标在偏好多目

标优化中均不适用，因为在 PMOEAs 中不考虑解

集𝑆的延展性。只衡量分布性的多样性指标和收敛

性指标在 PMOEAs 中仍然适用。 

HV-UM[40]通过计算偏好区域内的 HV 来衡量

解集的性能，具体计算步骤如下：1）计算解集𝑆中

与坐标轴原点最近的解𝑥0，设为中心点；2）决策

者设定偏好区域半径𝛿，构建偏好区域内的超立方

体；3）计算所构建的超立方体的超体积值。HV-UM

的定义如下： 

HV − UM(𝑆) = HV(𝑆, 𝑥𝛿+) (109) 

其中𝑥𝑖
𝛿+ = 𝑥𝑖

0 + 𝛿, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}。 

HV-UM 的优势在于它通过人为定义的参数𝛿

控制偏好区域的范围，避免了 HV 指标在偏好多目

标中的缺陷。它的不足之处在于它把中心点设置为

距离坐标轴原点最近的解，此时对于偏好参考点𝑟∗

来说所选取的偏好范围并不准确，如图 15 所示，

偏好参考点 A 所选取的偏好区域有误。HV-UM 越

大代表解集𝑆在偏好区域内的综合性越好，其计算

复杂度为𝑂(|𝑆|𝑚−1)。 
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图 15  HV-UM 的不足之处示意图[41] 

IGD-CF[41]是一个无需知道真实 Pareto 前沿信

息的𝑛元指标，通过合成 Pareto 前沿衡量解集的性

能，具体计算步骤如下：1）合并各 MOEAs 求得

的解集，将所有的非支配解作为真实 Pareto 前沿中

最优解的替代解；2）由决策者决定偏好区域的半

径𝛿并生成偏好区域；3）通过合成的 Pareto 前沿计

算偏好区域内的 IGD 指标。IGD-CF 的定义如下： 

IGD − CF(𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛, 𝑟
∗) = IGD

𝑅𝑂𝐼
({𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛}, 𝑆1)  

(110) 

其中𝑟∗为偏好参考点，偏好区域𝑅𝑂𝐼的范围为： 

𝑅𝑂𝐼 = {𝑥|𝑥𝛿− ≽ 𝑥 ≽ 𝑥𝛿+} (111) 

其中𝑥𝑖
𝛿− = 𝑥𝑖

𝑐 − 𝛿, 𝑥𝑖
𝛿+ = 𝑥𝑖

𝑐 + 𝛿, 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}。𝑥𝑐

为距离偏好参考点𝑟∗最近的解。 

IGD-CF 较 HV-UM 的优势在于它可以通过合

成前沿指定距离偏好参考点最近的解𝑥𝑐作为中心

点，避免了如图 15 所示的情况。但 IGD-CF 仍然需

要人为指定偏好区域，且其数值受合成前沿的影响

较大。IGD-CF 越大代表解集𝑆在偏好区域内的综合

性越好，其计算复杂度为𝑂(𝑚∏ |𝑆𝑖|
𝑛
𝑖=1 ) 。 

PMDA[42]是基于偏好距离和偏好角度的综合

性评价指标，具体计算步骤如下：1）将偏好参考

点𝑟∗的信息分解为一组连接坐标轴原点与参考点

的射线；2）构建偏好超平面及其映射解集；3）计

算偏好角度和偏好距离，并计算指标数值。PMDA

越小代表解集𝑆在偏好区域内的综合性越好，其计

算复杂度为𝑂(𝑚|S|)。 

PMDA 的优势在于它不需要人为指定偏好区

域的大小，它的劣势在于依然考虑了解集𝑆的延展

性，但在 PMOEAs 中考虑了延展性，因此会对解

集𝑆在偏好区域内的多样性给出错误的评价。 

3.4.3 DMOEAs 专用的综合性指标 

DMOEAs专用的综合性指标在MOEAs通用的

综合性指标中引入了基于代数的离散时间变量𝑡，

计算在 Pareto 前沿环境变化前的平均值。 

平均反世代距离 MIGD[43]的定义如下： 

MIGD(𝑃𝑡, 𝑆𝑡) =
1

|𝑇|
∑IGD(𝑃𝑡, 𝑆𝑡)

𝑡∈𝑇

(112) 

其中𝑇包含上一次 Pareto 前沿变化前后到下一次变

化前的所有代数𝑡，即一个环境中的所有代数𝑡，下

同。MIGD 越小代表解集𝑆的综合性越好，其计算

复杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑃|)。 

平均超体积 MHV[44]的定义如下： 

MHV(𝑆𝑡, 𝑧
𝑟𝑒𝑓) =

1

|𝑇|
∑HV(𝑆𝑡, 𝑧

𝑟𝑒𝑓)

𝑡∈𝑇

(113) 

平均超体积差异 MHVD[45]的定义如下：  

MHVD(𝑆𝑡, 𝑃𝑡, 𝑧
𝑟𝑒𝑓) =

1

|𝑇|
∑HD(𝑆𝑡, 𝑃𝑡, 𝑧

𝑟𝑒𝑓)

𝑡∈𝑇

(114) 

实际上，所有的静态评价指标通过引入时间变

量𝑡，均可转化为 DMOEAs 的专用指标，如 GD、

SP、Δ𝑝等等；反之，DMOEAs 的专用指标也可用

于衡量静态 MOEAs 的求解速度，但并不能准确地

衡量所求解集𝑆的质量。如 MIGD 用于静态优化时

只有一个环境，即𝑇 = 1，此时 MIGD 的值为 IGD

在优化过程中的平均值，因此越快地优化 MOPs 能

够得到更小的 MIGD。所以本文认为动态指标也可

用于大规模优化[107]的衡量上，以更好地反映解集𝑆

在优化过程中和优化趋于稳定后的综合质量。 

值得注意的是，在动态优化中存在指标超体积

比率[108] (Hypervolume Ratio, HVR)，与高维空间比

率 HR 不同，HVR 在静态优化中不存在明显意义，

因为静态 MOPs 的 Pareto 前沿保持不变，且 HVR

需要计算HV(𝑃, 𝑧𝑟𝑒𝑓)，计算开销远大于HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓)。

但在动态优化中，DMOPs 中的 Pareto 前沿在凹、

凸函数之间反复变化，而 HV 受 Pareto 前沿形状的

影响较大，Pareto 前沿为凸函数时容易得到较大的

HV，为凹函数时容易得到较小的 HV，此时使用

MHV 或 MHVD 容易引起错误计算，HVR 可以有

效地解决这个问题，其定义如下： 

HVR(𝑆𝑡, 𝑃𝑡, 𝑧
𝑟𝑒𝑓) =

1

|𝑇|
∑

HV(𝑆𝑡, 𝑧
𝑟𝑒𝑓)

HV(𝑃𝑡, 𝑧𝑟𝑒𝑓)
𝑡∈𝑇

(115) 

MHV、HVR 越大代表解集𝑆的综合性越好，

MHVD 越小代表解集𝑆的综合性越好，MHV、

MHVD 的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆|𝑚−1)。HVR 的计

算复杂度为𝑂(𝑚(|𝑆| + |𝑃|)𝑚−1) = 𝑂(𝑚|𝑃|𝑚−1)。 

在动态优化中，除了关于解集的评价指标，还

有关于评价指标的评价指标。 

定义 17(评价指标的数值).  评价指标在特定
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MOEA 完成求解一次 MOPs 后，计算出来的数值称

为评价指标的数值，简称指标值，记为𝐼。 

Jiang 等人[109]提出了关于指标值𝐼的鲁棒性指

标(Robustness, R)，计算的是不同环境下指标值的

标准差，定义如下： 

R(𝐼, 𝑡) = √
1

𝑇 − 1
∑ (𝐼 − 𝐼)̅2

𝑡∈𝑇
(116) 

指标 R 越小代表评价指标值𝐼的鲁棒性越好，

计算复杂度取决于待评估的评价指标。 

3.4.4 MMOEAs 专用的综合性指标 

决策空间中有专用的收敛性指标M1、分布性指

标M2和延展性指标M3
[27]，分别与目标空间中的指

标M1
∗、M2

∗和M3
∗对应。 

决策空间内的综合性指标 IGDX[46]定义如下： 

IGDX(𝑅, 𝑆) =
√∑ 𝑑𝑖

2|𝑅|
𝑖=1

|𝑅|
(117)

 

其中𝑅为决策空间中的参考集，𝑑𝑖计算的是参考集𝑅

的参考点𝑝与最近的解𝑥𝑖之间的欧式距离。 

表 1  评价指标分类表 

指标类型 评价指标 参考集 比较函数 计算复杂度 

计数指标 

OVNG[22], GVNG[22], NVA[22] 无 > 低 

ONVGR[22], GNVGR[22] Pareto 近似前沿𝑃 > 低 

ER[23] Pareto 近似前沿𝑃 < 低 

C1R[67], C2R[67] 参考集𝑅 > 𝑂(𝑚|𝑆1| ⋅ |𝑅|) 

C[24] 另一个解集𝑆 > 𝑂(𝑚|𝑆1| ⋅ |𝑆2|) 

NR[68]  其他解集𝑆𝑖 > 𝑂(𝑚∏ |𝑆𝑖|
𝑛
𝑖=1 )  

NDC𝜇[69] 无 > 𝑂(𝜇𝑚|𝑆|) 

CL𝜇[69] 无 < 𝑂(𝜇𝑚|𝑆|) 

收敛性指标 

GD[25], GD+[76], γ[26], M1
∗[27] Pareto 近似前沿𝑃 < 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) 

RP[25] Pareto 近似前沿𝑃 > 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) 

SPAD[28] 参考集𝑅 < 𝑂(𝑚|𝑆|) 

𝐼𝜀[50], 𝐼𝜀+[50] 另一个解集𝑆 < 𝑂(𝑚|𝑆1| ⋅ |𝑆2|) 

H[24] 无 < 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

D[27] 另一个解集𝑆 < 𝑂((|𝑆1| + |𝑆2|)
𝑚−1) 

HR[77] Pareto 近似前沿𝑃 < 𝑂(|𝑃|𝑚−1) 

多样性指标 

分布性 
Δ′[26], SP[28], χ2[80], UD[55] 无 < 𝑂(𝑚|𝑆|2) 

M2
∗[27] 无 > 𝑂(𝑚|𝑆|2) 

延展性 

MS[48], OS[69] 无 > 𝑂(𝑚|𝑆|) 

M3
∗[27] 无 > 𝑂(𝑚|𝑆|2) 

SI[81] 参考集𝑅 > 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

分布 

&延展 

∆[4], Δ∗[29] Pareto 近似前沿𝑃 < 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) 

∆𝐿𝑖𝑛𝑒[82] 无 < 𝑂(𝑚|𝑆|2) 

DIR[83] 无 < 𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑀|) 

PD[79] 无 > 𝑂(𝑚|𝑆|2) 

HV𝑑[85] 参考集𝑅 > 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

CPF[86] Pareto 近似前沿𝑃 > 𝑂(𝑚|𝑃|2) 

DCI[87], M-DI[88] 其他解集𝑆𝑖, 共𝐿个解集 > 𝑂(𝑚𝐿2|𝑆|2) 

D̅[57], E[89], CE[90], D𝜎[91], D𝜎
′ [92] 无 > 高 

综合性指标 

通用 

IGD[30], IGD+[76], ObjIGD[82], IGD-NS[96] 

Dist1[94], Dist2[94], ∆𝑝[31], ME[77], DOA[95] 
Pareto 近似前沿𝑃 < 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) 

PCI[97] 其他解集𝑆𝑖 < 高 

HV[33], S[33], AC[69] 参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 > 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

HD[69] Pareto 近似前沿𝑃,参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 < 𝑂(|𝑃|𝑚−1) 

R1[67], R2[67], R3[67] 另一个解集𝑆 > 𝑂(𝑚|𝑆1| ⋅ |𝑆2|) 

R1R[67], R2R[67], R3R[67] 参考集 R > 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑅|) 

P[106] 无 > 𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑀|) 

PMOEAs 

专用 

HV-UM[40] 无 > 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

IGD-CF[41] 偏好参考点𝑟∗, 其他解集𝑆𝑖 < 𝑂(𝑚∏ |𝑆𝑖|
𝑛
𝑖=1 )  

PMDA[42] 偏好参考点𝑟∗ < 𝑂(𝑚|𝑆|) 

DMOEAs 

专用 

MIGD[43] Pareto 近似前沿𝑃 < 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑃|) 

MHV[44], MHVD[45] 参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 > 𝑂(|𝑆|𝑚−1) 

HVR[108] Pareto 近似前沿𝑃, 参考点𝑧𝑟𝑒𝑓 > 𝑂(|𝑃|𝑚−1) 

R[109] 无 < 取决于待评估指标 

MMOEAs 

专用 

IGDX[46] 决策空间参考集𝑅 < 𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑅|) 

PSP[47] Pareto 近似前沿𝑃 > 𝑂(𝑚|𝑆| ⋅ |𝑅|) 
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Pareto 集合逼近 PSP[47]衡量决策空间内 Pareto

最优解集𝑃𝑆和解集𝑆之间的相似性，定义如下： 

PSP(𝑅, 𝑆) =
CR(𝑆)

IGDX(𝑅, 𝑆)
(118) 

其中覆盖率CR的定义如下： 

CR(𝑆) = (∏𝛿𝑘

𝑘

𝑖=1

)

1
2𝑛

(119) 

当𝑟𝑘
𝑚𝑎𝑥 = 𝑟𝑘

𝑚𝑖𝑛时，𝛿𝑘 = 1。 

当𝑥𝑘
𝑚𝑖𝑛 ≥ 𝑟𝑘

𝑚𝑎𝑥 ∥ 𝑥𝑘
𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑟𝑘

𝑚𝑖𝑛时，𝛿𝑘 = 0。 

其他情况下，𝛿𝑘的定义如下： 

𝛿𝑘 = (
min(𝑥𝑘

𝑚𝑎𝑥, 𝑟𝑘
𝑚𝑎𝑥) − max(𝑥𝑘

𝑚𝑖𝑛, 𝑟𝑘
𝑚𝑖𝑛)

𝑟𝑘
𝑚𝑎𝑥 − 𝑟𝑘

𝑚𝑖𝑛 )

2

(120) 

其中𝑟𝑘
𝑚𝑎𝑥 , 𝑟𝑘

𝑚𝑖𝑛是决策空间中的参考点𝑟在第𝑘个目

标上的最大值与最小值，𝑥𝑘
𝑚𝑎𝑥 , 𝑥𝑘

𝑚𝑖𝑛是解集𝑆在第𝑘

个目标上的最大值与最小值。 

IGDX 越小代表解集𝑆在决策空间中的质量越

好，PSP 越大代表解集𝑆在决策空间的质量越好，

它们的计算复杂度均为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑅|)。在展开分析

之前，必须明确评价指标并不存在绝对的公平，因

为无法用一个数值来包括𝑁个解（或同时包括参考

集）的全部信息[31]，在这个前提下对于评价指标的

分析才更有意义。 

定义 18(比较函数).  若评价指标的指标值𝐼越

小越好，则比较函数记为<；若评价指标的指标值𝐼

越大越好，则比较函数记为>。 

由于 MOEAs 具有一定的随机性，一次求解过

程中所得的指标值𝐼不具有可比性，一般是重复独

立的实验求解若干次后，通过计算数指标值的平均

值𝐼和̅方差𝑉𝑎𝑟(𝐼)进行 MOEAs 的性能比较。 

辅助指标值计算的参考向量、网格等不在参考

集的范围之内。代数变量𝑡、小生境半径𝜎等参数也

不在参考集的范围之内。表 1 对上述四类评价指标

进行了总结与归纳。计算复杂度中的|𝑀|为参考向

量的数目。 

4 指标分析 

对评价指标进行数学分析能够帮助判断一个

策略的提出是否真的提升了 MOEAs 的求解性能，

如当 3 维空间中的 Pareto 前沿为凹曲面时，通过修

改权重向量分布的方式以获得更大的 HV 值，并不

意味着解集的多样性得到了提升，而是更加迎合了

HV 的计算方式[18]。 

此外，使用不同的评价指标得出了不一致的结

论时，更需要对评价指标进行深入分析。假设存在

一个 MOPs，两种算法分别求得解集𝑆1和𝑆2，使得

IGD(𝑆1) < IGD(𝑆2)的同时存在HV(𝑆1) < HV(𝑆2)，

此时仅使用一种评价指标对比算法优劣是不够严

谨的，但这并不意味着两种算法无法比较。 

本节从高维目标适应性、离群点敏感性、参考

集合理性、指标值最优性四个方面对部分具有代表

性的评价指标进行分析与比较。 

4.1  高维目标适应性 

高维的目标空间中解集会变得非常稀疏[110]，

有限的解集难以覆盖整个 Pareto 前沿[79]。本文划分

高维适应性指标的标准是：若一个评价指标只适用

于某些维度的目标空间，则称为非适应性指标；若

一个评价指标适用于任何维度的目标空间，但在高

维目标空间上的表现偏差较大，则称为弱适应性指

标；若一个评价指标在高维目标空间上仍有较好的

表现，则称为强适应性指标。如表 2 所示。 

表 2  评价指标高维目标适应性表 

 强适应性指标 弱适应性指标 非适应性指标 

计数指标 无 全部计数指标 无 

收敛性指标 GD, ME 𝐼𝜀, 𝐼𝜀+ SPAD 

分布性指标 PD SP, ∆∗ Δ′, ∆ 

综合性指标 IGD, ∆𝑝 HV 无 

SPAD 是非适应性指标是因为参考点数量太少；

Δ′、 ∆则是因为计算了连续解之间的距离，而在高

维目标空间之中难以定义两个解之间的连续关系。

计数指标是弱适应性指标是因为随着目标维度的

增加，非支配解的比例将大幅增加，但这并不代表

解集的质量也因此提升；𝛾、M1
∗、SP、∆∗是弱适应

性指标是因为欧式距离在高维的空间中存在维数

灾难[111]，即解之间的距离趋向于相等。GD、ME、

IGD、∆𝑝均存在参数可以控制距离的类型，故为强

适应性指标；HV 是弱适应性指标是因为在高维空

间中，仅有极少部分非支配解参与指标值的运算，

难以如实地反映整个解集的优劣。 

随着目标维度的增加，评价指标的计算代价会

随之提高，但除了 HV 系列指标等部分指标外，其

他指标无需过多考虑计算代价，因为这些评价指标

与算法的计算复杂度均随着目标维度线性增长，如

IGD 的计算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆| ∙ |𝑃|)，NSGA-2 的计

算复杂度为𝑂(𝑚|𝑆|2)。 

此外，HV 在 MaOPs 上计算方差时会出现一定

的误导性，HV 的方差存在随着目标维度的增加先
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增大后减小的可能，因为解集的收敛性随着目标维

度的增加而变差，导致 HV 的值急剧缩小，因此

HV 的方差也随之变小，但这实际上并不代表所求

得的解集更加稳定。在 WFG 系列测试问题[112]上不

存在这种情形，因为随着目标维度的增加其 Pareto

边界点距离原点的距离也在增加，其他 Pareto 边界

点与原点的距离随着目标维度发生变动的可扩展

系列测试问题也不存在这种情形。 

因此在应对 MaOPs 时，尤其是维数较高的

MaOPs，建议使用 IGD、GD 等强适应性指标。在

高维的目标空间中综合性指标会更侧重解集的收

敛性，因为当一个解集收敛性较差时其多样性对指

标值的影响甚微[106]。又因为维数灾难的存在，传

统的多样性指标也难以在高维的目标空间中准确

地衡量多样性，所以如何在高维目标空间中更好地

衡量解集的多样性是评价指标的一个挑战。 

4.2  离群点敏感性 

MOPs 的离群点尚未有精确的定义，一般认为

距离真实 Pareto 前沿较远的点都可以算作离群点
[28]。本文给出关于离群点的相关定义如下： 

定义 19(离群点).  解集𝑆中的解𝑥在某个目标上

的值较大，则称该解为离群点(Outliers)，记为𝑥𝑜。 

𝑓𝑖(𝑥
𝑜) > 𝑀, ∃𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚} (121) 

其中𝑀是一个人为给定的大正数。 

定义 20(离群点敏感性).  向解集𝑆中加入一个

离群点𝑥𝑜′，若评价指标的数值𝐼与𝑀存在关系

lim
𝑀→+∞

𝐼(𝑆) = +∞（该评价指标的数值𝐼越小则表明

MOEAs 性能越好，反之则极限为 0），则称该评价

指标具有离群点敏感性，简称敏感性。 

其中离群点𝑥𝑜′为人为定义的特殊离群点，并非算

法实际求解获得的离群点𝑥𝑜，即存在𝑀使得𝑥𝑜′ ∉

𝛺, 𝑓𝑖(𝑥
𝑜′) ∉ ℝ𝑚的情况。引入特殊离群点𝑥𝑜′是为了

说明评价指标的离群点敏感性，因此去寻找𝑥𝑜′对

应的决策空间是没有意义的。 

通俗地理解评价指标的敏感性即为指标值𝐼受

离群点𝑥𝑜的影响程度。根据评价指标对离群点的敏

感性对部分评价指标进行划分，如表 3 所示。 

表 3  评价指标离群点敏感性表 

 非敏感性指标 敏感性指标 

计数指标 全部计数指标 无 

收敛性指标 SPAD GD, 𝐼𝜀, 𝐼𝜀+, ME 

分布性指标 无 SP, Δ′, ∆, ∆∗, PD 

综合性指标 IGD, HV ∆𝑝 

计数指标均为非敏感性指标，因为计数指标的

计算方式与解𝑥在目标空间对应的𝐹(𝑥)无关。HV

为非敏感性指标，因为离群点𝑥𝑜在各个目标上都大

于最低点𝑧𝑛𝑎𝑑，故离群点𝑥𝑜不参与 HV 的计算。IGD

为非敏感性指标，因为 Pareto 近似前沿中存在参考

点𝑝与解𝑥的距离小于参考点𝑝与离群点𝑥𝑜的距离，

故离群点𝑥𝑜也不参与 IGD 的计算。收敛性指标中

除了 SPAD 均为敏感性指标，这是因为 SPAD 的计

算方式与 IGD 相似，故 SPAD 也为非敏感性指标。 

性质 8.  若一个非计数指标是敏感性指标，则

解集𝑆中的所有解都参与指标运算。 

通常情况下，若一个评价指标不具有敏感性，

则该评价指标具有更好的稳定性（评价指标的稳定

性并非 MOEAs 的鲁棒性），但这并不意味着一个

评价指标具有敏感性就是不好的，比如对于 WFG

系列问题[112]容易出现解集𝑆中大部分解收敛性较

好，而部分边界点𝑥𝑒𝑥𝑡收敛性极差的情况，此时使

用敏感性指标更容易区分出解集的优劣，以反映

MOEAs 的性能差异。 

对于IGD(𝑃, 𝑆, 𝑞)，其离群点敏感性可以通过改

变距离类型控制，即设定不同的𝑞值，𝑞越大离群点

敏感性越高，反之越低。当𝑞 → ∞时，IGD 的值仅

取决于离群点。GD 等其他可以通过参数控制距离

类型的评价指标也有类似结论。 

对于一个给定的 MOPs，是否选择敏感性指标

对比 MOEAs 的性能优劣应从两个方面考虑：1）

MOEAs 求解完成后是否需要关注离群点，对于某

些实际问题决策者并不关心离群点，此时建议使用

非敏感性指标避免离群点的影响；2）求解 MOPs

时是否容易出现离群点，针对本身难以优化或部分

边界点难以收敛的 MOPs, 建议使用敏感性指标加

大 MOEAs 的区分度。 

4.3  参考集合理性 

参考集合理性分析评价指标的参考集取值范

围，主要讨论 HV、IGD 和 GD。 

对于 Pareto 前沿为𝑓1 + 𝑓2 = 1的测试函数，显

然我们希望所得解集𝑆中包含 Pareto 边界点集

𝑃𝐵𝑆 = {(1, 0), (0, 1)}，即有最优解集𝑆∗为： 

𝑆∗ = {𝑥 |𝑥 = (
𝑖 − 1

𝑁 − 1
,
𝑁 − 𝑖

𝑁 − 1
) , 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑁}} (122) 

将 HV 的参考点𝑧𝑟𝑒𝑓设为𝑧𝑛𝑎𝑑的最大问题在于

无法衡量解集𝑆中边界点𝑥𝑒𝑥𝑡的 HV 值，即有

HV(𝑥𝑒𝑥𝑡,   𝑧𝑛𝑎𝑑) = 0， 故 HV 的最优解集𝑆𝐻𝑉
∗ 为： 

𝑆𝐻𝑉
∗ = {𝑥 |𝑥 = (

𝑖

𝑁
,
𝑁 − 𝑖

𝑁
) , 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑁}} (123) 
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显然𝑆𝐻𝑉
∗ 中不包含𝑃𝐵𝑆。故需要设置 HV 的参

考点𝑧𝑟𝑒𝑓略劣于𝑧𝑛𝑎𝑑。则令： 

𝑧𝑖
𝑟𝑒𝑓

= 𝛿𝑧𝑖
𝑛𝑎𝑑, 𝛿 ∈ (1,+∞) (124) 

有 lim
𝛿→+∞

𝑉𝑎𝑟(HV(𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓)) = 0，即当𝛿较大时

HV 的方差为零，故建议𝛿 ≤ 10。 

解集𝑆中的解𝑥所支配且不被其他解支配的空

间大小为𝑆𝑥 = (
1

𝑁−1
)
2
，显然我们希望被边界点𝑥𝑒𝑥𝑡

支配且仅被𝑥𝑒𝑥𝑡支配的空间大小至少也为𝑆𝑥，故建

议𝛿 ≥ 1 +
1

𝑁−1
。 若难以求解一个 MOPs 的 Pareto

最优解，建议增大𝛿，反之建议减小𝛿。 

对于 IGD，为了保证计算的准确性，Pareto 近

似前沿𝑃中参考点数量不能太少。由于在维度大于

等于2的空间中至少需要两个点才能够确定一个点，

使这个点到那两个点欧式距离的平方和最小，故在

计算每一个非边界点的 IGD 值时至少需要两个参

考点，计算每个𝑥𝑒𝑥𝑡只需要一个参考点。因此得到

|𝑃|的下限2𝑁 −𝑚。MOEAs 实际运行时，IGD 的参

考点数量越多越好，但不能影响 MOEAs 的运行时

间，故认为|𝑃|的上限以𝑁𝑚为宜。 

对于 GD，与 IGD 的不同之处在于当 MOPs 的

目标数量增大时，|𝑃|的下限不能太小，这是因为

当解𝑥落在两个参考点之间与正好落在参考点上时，

对 IGD 数值的影响不大，对 GD 影响较大。故建议

|𝑃|的下限为2𝑚𝑁，因为参考点的数量与目标维度

的幂次方有关，上限同为𝑁𝑚。 

给出参考集的建议表如表 4 所示。 

表 4  参考集的建议表 

指标 建议选取的参考集范围 

HV 𝑧𝑖
𝑟𝑒𝑓

= 𝛿𝑧𝑖
𝑛𝑎𝑑 , 𝛿 ∈ [1 +

1

𝑁 − 1
, 10] 

IGD |𝑃| ∈ [2𝑁 −𝑚,𝑁𝑚] 

GD |𝑃| ∈ [2𝑚𝑁,𝑁𝑚] 

通过对参考集合理性的分析可以发现，在设置

HV 的参考点时，为了确保边界点𝑥𝑒𝑥𝑡的 HV 值不

为 0，建议𝛿 ≥ 1 +
1

𝑁−1
如在 PlatEMO[93]中设置了

𝛿 = 1.1；设置 GD、IGD 的参考集时，在不影响

MOEAs 运行时间的前提下，设置更多的参考点能

得到更精确的结果。 

4.4 指标值最优性 

本节讨论的是关于部分评价指标数值的一些

数学定理，以及 Pareto 最优解集𝑃𝑆与有穷的解集𝑆

在计算指标值𝐼时所能达到最优值。通过对指标值

最优性的分析，能够对指标数值上的极限有更深入

的认识，增强对指标数值的分析能力。 

定义 21(指标值最优解集).  当一个解集𝑆使得

某个评价指标在给定 MOPs 上取到最优值𝐼∗，称该

解集为指标值最优解集，简称最优解集，记为𝑆∗。 

对于两个不同的指标，其指标值最优解集不一

定相同，比如在凹曲面上存在𝑆𝐼𝐺𝐷
∗ ≠ 𝑆𝐻𝑉

∗ ，但在直

线或平面上存在𝑆𝐼𝐺𝐷
∗ = 𝑆𝐻𝑉

∗ 。 

定理 4.  C(𝑆1, 𝑆2)和C(𝑆2, 𝑆1)存在如下关系： 

C(𝑆1, 𝑆2) + C(𝑆2, 𝑆1) ≥ 1 (125) 

证明.  假设解之间存在一种关系定义为： 

𝐶𝑥(𝑥
1, 𝑥2) = {

0, 𝑥2 ≻ 𝑥1

1, 𝑥1 ≽ 𝑥2
(126) 

其中𝑥1 ∈ 𝑆1, 𝑥
2 ∈ 𝑆2即证明： 

𝐶𝑥(𝑥
1, 𝑥2) + 𝐶𝑥(𝑥

2, 𝑥1) ≥ 1 (127) 

当𝐶𝑥(𝑥
1, 𝑥2) = 0时，存在关系𝑥2 ≻ 𝑥1，则有

𝐶𝑥(𝑥
2, 𝑥1) = 1。当𝐶𝑥(𝑥

1, 𝑥2) = 1时，若𝑥1 ≻ 𝑥2，

则𝐶𝑥(𝑥
2, 𝑥1) = 0；若𝑥1 ≽ 𝑥2，则𝐹(𝑥1) = 𝐹(𝑥2)，

则𝑥2 ≽ 𝑥1，此时𝐶𝑥(𝑥
2, 𝑥1) = 1，不等式(127)得证，

故定理 4 得证。                                 证毕 . 

定理 5.  NR 和非支配解集𝑁𝑆𝑖存在如下关系： 

NR(𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛) ≤
|𝑁𝑆𝑖|

|𝐵|

𝐵 = {𝑏|(∀𝑏)∄𝑥 ∈ (𝑆1 ∪ 𝑆2⋯∪ 𝑆𝑛) ≻ 𝑏} (128)

 

其中 NR 评估的是解集𝑆𝑖。 

证明.  即证： 

|𝐵 ∩ 𝑆𝑖| ≤ |𝑁𝑆𝑖| (129) 

显然解集𝑆𝑖中受支配解的解𝑥 ∉ 𝑁𝑆𝑖  ∧ 𝑥 ∉ 𝐵。

假设存在非支配解𝑥1 ∈ 𝑆𝑖，其他的解集中存在非支

配解𝑥2。若𝑥1 ≽ 𝑥2或𝑥1与𝑥2互不支配，则𝑥1 ∈ 𝐵，

若𝑥2 ≻ 𝑥1，则𝑥1 ∉ 𝐵。故有： 

(∀𝑥 ∈ 𝑆𝑖)(𝑥 ∈ (𝐵 ∩ 𝑆𝑖) → 𝑥 ∈ 𝑁𝑆𝑖) (130) 

因此|𝐵 ∩ 𝑆𝑖| ≤ |𝑁𝑆𝑖|，得证。                    证毕.  

定理 6.  对于同一个解集𝑆，γ始终不小于 GD。 

关于定理 6 的证明过程请参考附录。 

关于定理 6 一般形式的推广： 

定理 7.  对于同一个解集𝑆，GD(𝑆, 𝑃, 𝑗) ≥

GD(𝑆, 𝑃, 𝑘)，其中𝑗 < 𝑘。 

关于定理 7 的证明过程请参考附录。对于 IGD

也有类似的定理，证明过程同定理 7。 

定理 8.  对于同一个解集𝑆，IGD(𝑃, 𝑆, 𝑗) ≥

IGD(𝑃, 𝑆, 𝑘)，其中𝑗 < 𝑘。 

性质 9.  若在𝑘维的目标空间中 Pareto 前沿与
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HV 的参考点在某一目标上的值始终相等，则当解

集𝑆中的所有解均落在 Pareto 前沿上时，HV = 0。 

定理 9.  当 Pareto 前沿非离散时，指标值最优

解集𝑆𝐻𝑉
∗ 求得的 HV 值始终小于 Pareto 最优解集𝑃𝑆

求得的 HV 值。 

HV(𝑆𝐻𝑉
∗ , 𝑧𝑟𝑒𝑓) < HV(𝑃𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓) (131) 

证明.  由文献[99]中的结论可推得：解集𝑆𝐻𝑉
∗ 中

所有解均落在 Pareto 前沿上，即𝑥 ∈ 𝑆𝐻𝑉
∗ ⊆ 𝑃𝑆，故

HV(𝑆𝐻𝑉
∗ , 𝑧𝑟𝑒𝑓) ≤ HV(𝑃𝑆, 𝑧𝑟𝑒𝑓)，又因为 Pareto 最优

解𝑥∗与解集𝑆中的解𝑥存在关系： 

(∃𝑥∗)(∀𝑥)(𝑓𝑖(𝑥
∗) < 𝑓𝑖(𝑥)) (132) 

其中𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚}，即存在 Pareto 最优解𝑥∗对于任

何解𝑥，𝑥∗在某个目标上的值小于𝑥，则 Pareto 最优

解𝑥∗与参考点𝑧𝑟𝑒𝑓构成的超立方体𝑐1与解𝑥与参考

点𝑧𝑟𝑒𝑓构成的超立方体𝑐2存在关系𝑐1 ∩ 𝑐2 ≠ 0，故

不等式无法取到等号。                                        证毕.  

定理9的另一个含义为通过Pareto最优解集𝑃𝑆

计算出来的 HV 值为理论最大值，且严格小于意味

着该理论值无法通过实际求解 MOEAs 而得。 

而对于 IGD 则不存在类似的定理，这与 Pareto

近似前沿𝑃的参考点数量有关，当 Pareto 近似前沿𝑃

的参考点数量等于解集𝑆的大小𝑁时，显然存在

IGD(𝑃, 𝑆𝐼𝐺𝐷
∗ ) = 0，即解集𝑆𝐼𝐺𝐷

∗ 中的解𝑥均与 Pareto

近似前沿𝑃上的参考点重合，而此时IGD(𝑃, 𝑃𝑆) > 0，

因为此时必然存在 Pareto 最优解 𝑥∗ ∉ 𝑃使得

IGD(𝑃, 𝑥∗) > 0，所以Pareto最优解集𝑃𝑆求得的 IGD

值未必小于解集𝑆𝐼𝐺𝐷
∗ 所求得的值。 

在实验过程中难免出现一些较为特殊的指标

值，如出现HV = 0的主要原因是所求解集𝑆的收敛

性太差，导致非支配解均劣于参考点𝑧𝑟𝑒𝑓；出现 IGD

的值随着代数多次断崖式下跌，是因为算法陆续优

化了个别对 IGD 值影响较大的离群点。分析这些数

值对 MOEAs 的性能比较是很有意义的。 

5 结语 

本文首先介绍了 MOEAs 评价指标的研究现状，

然后介绍了多目标优化的相关概念，综述了现有的

评价指标，并根据计数、收敛性、多样性、综合性

这四种类型划分评价指标，探讨了它们的优势与不

足；并选取了一些具有代表性的指标，分析了目标

维度、离群点、参考集、指标值四个方面对这些评

价指标的影响，给出了一些关于评价指标的定理。

关于评价指标还有很多方面有待进一步研究。 

（1）无需先验信息的综合性指标。通用的综

合性指标大多需要设置参考集，即便是 HV 也需要

知道 Pareto 前沿在每个目标上的最大值以设置𝑧𝑟𝑒𝑓，

即需要知道真实 Pareto 前沿中边界点𝑥𝑒𝑥𝑡∗的先验

信息。但在部分实际问题中，真实 Pareto 前沿的信

息是未知的，因此有必要展开相关的研究。 

（2）新型多元评价指标的研究。现有的指标

大多都是一元指标或二元指标[50]，典型的一元指标

如 IGD、HV，典型的二元指标如 C、R2。但随着

多因子优化[113](Multifactorial Optimization, MFO)—

—也称多任务优化[114](Multitask Optimization, MTO)

——的提出，新型二元及多元评价指标，如衡量任

务间相关性[115]的评价指标，亟待进一步地研究。 

（3）高维目标评价指标的研究。尽管现有的

不少评价指标能在 MaOPs 中使用，但是随着目标

维数的增加问题会变得复杂[75]，当解集的收敛性较

差时，综合性指标难以准确地衡量多样性也是一个

待解决的问题[106]，现阶段针对 MaOPs 评价指标的

研究成果仍然较少，如 PD、P，有待进一步研究。 

（4）大规模优化评价指标的研究。在大规模

优化中可以通过使用传统指标并统计时间开销的

方式衡量算法性能的优劣[116]，也存在基于评价指

标的大规模多目标进化算法[117]。现阶段关于大规

模优化的评价指标仍然侧重解集质量，关于决策变

量分组精确度以及算法优化速率的评价指标均存

在一定的研究空间。 

（5）鲁棒性评价指标的研究。现有的许多评

价指标主要针对 MOEAs 所求得的解集质量，鲜有

评价方式能够衡量 MOEAs 的鲁棒性，评价指标的

方差只能反映 MOEAs 在求解某个 MOPs 时的鲁棒

性，并不能反映 MOEAs 在不同 MOPs 之间的鲁棒

性，也不能反映 MOEAs 对于参数设置的敏感性，

因此迫切需要对 MOEAs 的鲁棒性进行数学建模。 

（6）PMOEAs 评价指标的研究。缺乏能将决

策者偏好信息纳入考虑且无需人为指定偏好区域

的综合性评价指标， HV-UM 与 IGD-CF 通过简单

地划分偏好区域，能够衡量偏好区域内解集的质量，

但并不能衡量解集与决策者偏好之间的关系[37]，如

何通过评价指标衡量这两者之间的关系是亟待研

究的问题。 

（7）DMOEAs 评价指标的研究。DMOEAs 的

评价指标都是基于代数的伪动态评价指标，在基准

测试集 FDA[35]、DMOP[118]、F[119]等系列测试函数

上表现稳定，但是这些测试函数的动态模式大多都
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是有规律的、可预测的，而实际的动态问题更为复

杂，因此动态评价指标仍然有些路要走。 

（8）MMOEAs 评价指标的研究。由于目前

MMOEAs 多应用于低维目标的 MOPs[120]，其在目

标空间中解集的表现较好，因此多衡量决策空间中

解集质量，缺乏能够同时衡量解集𝑆在决策空间和

目标空间中综合性的指标。如何结合现有的综合性

指标和 MMOEAs 的专用指标，是需要考虑的问题。 

（9）关于评价指标的数学性质研究。针对评

价指标的数学性质以及相关定理推导的显著性研

究成果主要集中在 HV 及其系列指标上，其他的评

价指标相关研究成果目前仍然较少。现阶段研究评

价指标的性质主要通过运行 MOEAs 并对指标数值

进行对比分析，但 MOEAs 存在一定的随机性，并

不能严格证明评价指标存在某些特性，因此需要进

一步展开评价指标在数学方面的相关研究。 
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附录 X. 

定理 6.  对于同一个解集𝑆，γ始终不小于 GD。 

证明.  即证： 

∑𝑑𝑖

𝑁

𝑖=1

≥ √∑ 𝑑𝑖
2

𝑁

𝑖=1
(133) 

其中𝑑𝑖 ≥ 0，即证∑ 𝑑𝑖
𝑛
𝑖=1 ≥ √∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1 (𝑛 ≤ 𝑁)成立。𝑛 = 1

时显然成立，下面证明𝑛 = 2时成立。根据三角不等式： 

𝑑𝑖 + 𝑑𝑖+1 ≥ √𝑑𝑖
2 + 𝑑𝑖+1

2 (134) 

其中√𝑑𝑖
2 + 𝑑𝑖+1

2 可以看作直角三角形的斜边，当𝑑𝑖 = 0或

𝑑𝑖+1 = 0时不等式(134)取到等号。将√𝑑𝑖
2 + 𝑑𝑖+1

2 看作新的

𝑑𝑖，𝑑𝑖+2看作新的𝑑𝑖+1，代入不等式(134)得： 

𝑑𝑖 + 𝑑𝑖+1 + 𝑑𝑖+2 ≥ √𝑑𝑖
2 + 𝑑𝑖+1

2 + 𝑑𝑖+2

≥ √(√𝑑𝑖
2 + 𝑑𝑖+1

2 )

2

+ 𝑑𝑖+2
2 = √𝑑𝑖

2 + 𝑑𝑖+1
2 + 𝑑𝑖+2

2 (135)

 

故当𝑛 = 2时成立，假设𝑛 = 𝑘(𝑘 < 𝑁)成立，证明𝑛 =

𝑘 + 1时成立： 

∑𝑑𝑖

𝑘+1

𝑖=1

≥ √

(

 √∑𝑑𝑖

𝑘

𝑖=1
)

 

2

+ 𝑑𝑘+1

≥ √

(

 √∑𝑑𝑖

𝑘

𝑖=1
)

 

2

+ 𝑑𝑘
2 = √∑𝑑𝑖

𝑘+1

𝑖=1

(136)

 

根据数学归纳法，得证。当只有一个𝑑𝑖 ≠ 0时不等式

取到等号。                                                                        证毕.  

定理 7&定理 8.  对于同一个解集𝑆，GD(𝑆, 𝑃, 𝑗) ≥

GD(𝑆, 𝑃, 𝑘)，IGD(𝑃, 𝑆, 𝑗) ≥ IGD(𝑃, 𝑆, 𝑘)，其中𝑗 < 𝑘。 

证明.  即证： 

(∑𝑑𝑖
𝑗

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑗

≥ (∑𝑑𝑖
𝑘

𝑁

𝑖=1

)

1
𝑘

(137) 

其中𝑑𝑖 ≥ 0，即证(∑ 𝑑𝑖
𝑗𝑛

𝑖=1 )
1

𝑗 ≥ (∑ 𝑑𝑖
𝑘𝑛

𝑖=1 )
1

𝑘(𝑛 ≤ 𝑁)成立。

𝑛 = 1时显然成立，下面证明𝑛 = 2时成立。不等式(137)的

左边是以𝑗为变量的函数𝐹(𝑗)，即证𝐹(𝑗) ≥ 𝐹(𝑘)，即证函

数𝐹(𝑥)(𝑥 ≥ 1)单调递减，即证𝐹′(𝑥) ≤ 0。 

设𝑑1 = 𝑎, 𝑑2 = 𝑏，则𝐹(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏𝑥)
1

𝑥，令𝐹(𝑥) =

𝑒𝐺(𝑥)，则𝐺(𝑥) =
𝑙𝑛(𝑎𝑥+𝑏𝑥)

𝑥
，即证𝐺′(𝑥) ≤ 0。当𝑏 = 0时，

𝐺′(𝑥) = 0成立，当𝑏 ≠ 0时，有： 

𝐺′(𝑥) = (
𝑙𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥)

𝑥
)

′

= (𝑙𝑛(𝑏) +
𝑙𝑛 ((

𝑎
𝑏
)
𝑥
+ 1)

𝑥
)

′

(𝑏 ≠ 0) (138)

 

令
𝑎

𝑏
= 𝑝, 𝑝 ∈ (0,+∞)，即： 

𝐺′(𝑥) = (
𝑙𝑛(𝑝𝑥 + 1)

𝑥
)

′

=

𝑝𝑥𝑙𝑛(𝑝)
𝑝𝑥 + 1

− 𝑙𝑛(𝑝𝑥 + 1)

𝑥2

=
𝑝𝑥 𝑙𝑛(𝑝) − (𝑝𝑥 + 1) 𝑙𝑛(𝑝𝑥 + 1)

𝑥2(𝑝𝑥 + 1)
(𝑥 ≥ 1) (139)

 

其中𝑥2(𝑝𝑥 + 1) > 0，令𝐺′(𝑥) =
𝐻(𝑥)

𝑥2(𝑝𝑥+1)
，则： 

当𝑝 = 1时，显然𝐻(𝑥) < 0。 

当 𝑝 ∈ (0,1) 时 ， 𝑝𝑥𝑙𝑛(𝑝) < 0 ， (𝑝𝑥 + 1) > 0 ，

𝑙𝑛(𝑝𝑥 + 1) > 0，故𝐻(𝑥) < 0。 

当𝑝 ∈ (1, +∞)时，有𝑝 ≤ 𝑝𝑥(𝑥 ≥ 1)，则 

0 < 𝑙𝑛(𝑝) ≤ 𝑙𝑛(𝑝𝑥) < 𝑙𝑛(𝑝𝑥 + 1) (140) 

又有0 < 𝑝𝑥 < 𝑝𝑥 + 1，故𝐻(𝑥) < 0。 

故当𝑛 = 2时成立，假设𝑛 = 𝑘(𝑘 < 𝑁)成立，证明𝑛 =

𝑘 + 1时成立： 
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𝑘
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(141)

 

根据数学归纳法，得证。当只有一个𝑑𝑖 ≠ 0时不等式

取到等号。                                                                         证毕.  
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In order to solve various optimization problems, 

evolutionary algorithms should be chosen wisely to deal with 

different kinds of problem characteristics, thus how to 

compare the performance of those algorthms has became an 

enduring topc in the research field of evolutionary compution. 

In that case, the importance of indictors doesn’t need to be 

overemphasized. 

The performance of evolutionary algorithms should be 

considered in three aspects: 1) The quality of solution set, 

including the convergence and diversity; 2) The efficiency of 

algorithms, including time complexity and cost; 3) The 

robustness of algorithms, reflecting the ability to solve 

different problems. The indicators mainly take the quality of 

solution set into consider.  

we categorize the indicators into four groups besed on 

evaluation mechanism: counting indicators, convergence 

indicators, diversity indicators, and comprehensive indicators. 

The diversity indicators are further divided into distribution 

indicators, spread indicators, and indicators measuring both 

distribution and spread according to property. Comprehensive 

indicators are further divided into general indicators and 

special indicators for specific problems by scope of 

application. Furthermore, we analyze some indicators from 

four aspects: many-objective adaptability, outlier sensitivity, 

reference set rationality, and value optimality.  

 


