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摘 要 LION(evoLved
 

sIgn
 

mOmeNtum)是Google公司通过启发式程序搜索的方式发现的优化器,是一种独特

的基于学习的优化算法。LION算法通过在上步动量和本步梯度之间维持两个不同的插值,并有效结合了解耦的

权重衰减技术,实现了超越传统符号梯度下降类算法的性能。LION算法在许多大规模深度学习问题中展现了较

强的优势,得到了广泛的应用。然而,尽管已有工作已经证明了LION的收敛性,但尚未有研究给出一个全面的收

敛速度分析。已有研究证明,LION能够解决一类特定的盒约束优化问题,本文着重证明了,在ℓ1 范数度量下,LI-

ON收敛到这类问题的Karush-Kuhn-Tucker
 

(KKT)点的速度为 (dK-1/4),其中d为问题维度,K 为算法的迭

代步数。更进一步,我们移除了约束条件,证明LION在一般无约束问题上以相同的速度收敛至目标函数的驻点。
与已有研究工作相比,本文证明的收敛速度达到了关于问题维度d 的最优依赖关系;关于迭代步数 K ,这一速度

还达到了非凸优化问题中随机梯度类算法能实现的最优理论下界。此外,这一理论下界以梯度的ℓ2 范数度量,而

LION所属的符号梯度下降类算法通常度量的是更大的ℓ1 范数。由于在不同的梯度范数度量下关于问题维度d
得到的收敛速度结果会有所差异,为了验证本文证明的收敛速度关于维度d 同样是最优的,我们在多种深度学习

任务上设计了全面的实验,不仅证明了LION与同样匹配理论下界的随机梯度下降法相比具有更低的训练损失和

更强的性能,而且还验证了LION算法在迭代过程中梯度的ℓ1/ℓ2 范数比始终处于Θ(d)的量级,从而在经验上

说明了本文证明的收敛速度同样匹配关于d 的最优下界。
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Abstract 
 

The
 

LION
 

(evoLved
 

sIgn
 

mOmeNtum)
 

optimizer
 

was
 

found
 

by
 

Google
 

via
 

program
 

search,
 

making
 

it
 

a
 

unique
 

learning-based
 

optimization
 

algorithm.
 

With
 

the
 

incorporation
 

of
 

two
 

distinct
 

interpolations
 

between
 

the
 

previous
 

step
 

momentum
 

and
 

the
 

current
 

step
 

gradient,
 

as
 

well
 

as
 

the
 

integration
 

of
 

decoupled
 

weight
 

decay,
 

LION
 

successfully
 

outperforms
 

many
 

tradi-
tional

 

sign-based
 

gradient
 

descent
 

algorithms,
 

showing
 

impressive
 

performance
 

in
 

solving
 

large
 



scale
 

deep
 

learning
 

problems.
 

Although
 

previous
 

studies
 

have
 

investigated
 

its
 

convergence
 

prop-
erties,

 

no
 

research
 

has
 

yet
 

provided
 

a
 

comprehensive
 

analysis
 

of
 

its
 

convergence
 

rate,
 

which
 

is
 

more
 

practically
 

relevant.
 

Recognizing
 

that
 

LION
 

can
 

be
 

regarded
 

as
 

solving
 

a
 

specific
 

box-con-
strained

 

problem,
 

this
 

paper
 

focuses
 

on
 

demonstrating
 

its
 

convergence
 

to
 

the
 

Karush-Kuhn-Tuck-

er
 

(KKT)
 

point
 

at
 

the
 

rate
 

of
 

(dK-1/4),
 

where
 

d
 

is
 

the
 

problem
 

dimension
 

and
 

K
 

is
 

the
 

num-
ber

 

of
 

iteration
 

steps.
 

Step
 

further,
 

we
 

remove
 

the
 

constraint
 

and
 

establish
 

that
 

LION
 

converges
 

to
 

the
 

critical
 

point
 

of
 

the
 

general
 

unconstrained
 

problem
 

at
 

the
 

same
 

rate.
 

This
 

rate
 

not
 

only
 

de-
livers

 

the
 

currently
 

optimal
 

dependence
 

on
 

the
 

problem
 

dimension
 

d
 

among
 

existing
 

studies
 

but
 

also
 

tightly
 

matches
 

the
 

theoretical
 

lower
 

bound
 

for
 

nonconvex
 

stochastic
 

optimization
 

algorithms
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

number
 

of
 

iterations
 

K.
 

Additionally,
 

the
 

lower
 

bound
 

is
 

typically
 

measured
 

by
 

the
 

gradient
 

ℓ2  norm,
 

while
 

the
 

LION
 

optimizer,
 

as
 

a
 

member
 

of
 

the
 

SignSGD
 

family,
 

usually
 

measures
 

the
 

larger
 

ℓ1  norm.
 

Since
 

different
 

gradient
 

norm
 

measures
 

may
 

lead
 

to
 

different
 

conver-
gence

 

rate
 

dependencies
 

on
 

d,
 

to
 

verify
 

that
 

our
 

convergence
 

rate
 

is
 

also
 

optimal
 

with
 

respect
 

to
 

d,
 

we
 

conduct
 

extensive
 

experiments
 

across
 

various
 

deep
 

learning
 

tasks.
 

Through
 

these
 

experi-
ments,

 

we
 

not
 

only
 

demonstrate
 

that
 

LION
 

achieves
 

lower
 

loss
 

and
 

higher
 

performance
 

compared
 

to
 

standard
 

SGD,
 

but
 

also
 

empirically
 

confirm
 

that
 

the
 

gradient
 

ℓ1/ℓ2  norm
 

ratio
 

aligns
 

with
 

Θ(d),
 

thus
 

proving
 

that
 

our
 

convergence
 

rate
 

matches
 

the
 

theoretical
 

lower
 

bound
 

with
 

respect
 

to
 

d
 

in
 

the
 

empirical
 

sense.
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1 引 言

优化问题在科学研究和工程实践中广泛存在。
例如,在机器学习中,我们希望找到最优的模型参

数,最小化训练过程中的误差损失[1-2];在物流管理

中,需要规划最优的运输路线,以降低运行成本并提

高工作效率[3-4];在金融投资中,需要设置最优的投

资组合策略,在实现最大化收益的同时合理控制风

险[5-7]。这些问题尽管来源不同,但本质上都可以抽

象为数学上的优化问题,即寻找一组最优的决策变

量,使目标函数达到最优值。
根据目标函数的性质,优化问题可以分为凸

优化和非凸优化两大类。凸优化问题具有良好的

数学性质,使得其求解过程相对稳定且高效[8-9];
然而,现实世界中的绝大多数问题都是非凸优化

问题[10-11]。以机器学习领域为例,深度神经网络

训练、强化学习策略优化、计算机视觉中的图像分

类和推荐系统中的矩阵分解等问题都属于非凸优

化问题。
在非凸优化领域,寻找全局最优解通常是 NP

难问题[10,12]。另一方面,一个优化问题的求解效果

极大地依赖于所选择的优化算法[13]。深度学习问

题作为一类特定的非凸优化问题,其优化算法的选

择不仅显著影响着问题解决的收敛速度,也决定了

最终所得解的质量[14]。在这种背景下,研究高效快

速的优化算法显得尤为重要。
学界通常使用迭代过程中梯度范数的上界来刻

画算法的收敛速度。迄今为止,绝大多数工作致力

于研究收敛速度与迭代步数K 之间的关系,以寻求

在更少步数内达到更高精度的优化算法。然而,随
着深度学习任务规模的快速增长,在当今的大模型

时代,需要处理的优化问题的维度d 可能非常大。
例如,在 GPT-3模型的训练任务中,我们有d =
1.75×1011 [15]。在这种背景下,收敛速度为 (d)

和 (d)的优化算法可能具有若干个数量级的差

距。因此,研究深度模型训练过程的收敛速度与模

型大小d 之间的关系具有很大的意义。
在以深度学习为代表的大规模复杂优化问题的

处理中,随机梯度下降法(Stochastic
 

Gradient
 

De-
scent,

 

SGD)及 其 各 种 变 体 一 直 占 据 着 主 导 地

位[16-20]。随机梯度类算法①的一个分支是自适应学

习率算法,在这类算法的收敛速度分析中,大多数工
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① 本文中提及一些相似的概念,在这里进行澄清:“随机梯度
类算法”指满足第3节中假设1-3的所有算法;“随机梯度下降法
(SGD)”为其中的一个算法;“符号梯度下降类算法”

 

指随机梯度类
算法中使用了符号函数的那类算法。



作采用梯度的ℓ2 范数作为度量;符号梯度下降类算

法作为另一个重要分支,其中的工作几乎都采用ℓ1
范数作为度量。在深度学习研究的早期阶段,由于

有限维空间中各范数的等价性,在梯度的不同范数

度量下所得的收敛速度关于迭代步数K 并无区别;
然而,对梯度 f(θ)∈ d,ℓ1与ℓ2范数的等价不等

式为

f(θ)2≤ f(θ)1≤ d f(θ)2 (1)
从式(1)中可以看出,当研究收敛速度关于问题维度

d 之间的关系时,采用梯度的不同范数度量可能会

产生不同的结果。
尽管许多随机梯度类算法在多种深度学习任务

上取得了良好的性能,然而,目前关于其理论性质的

研究仍较为有限。Arjevani等人指出,随机梯度类

算法在解决非凸问题的过程中关于迭代步数 K 的

收敛速度不会超过 (K-1/4),此即为收敛速度的下

界[21]。原始的SGD算法匹配了这一下界[22],但许

多工作指出,该算法已无法适应当今大规模深度网

络的训练过程[23-25]。在自适应学习率算法的研究

中,除了Li等人关于RMSProp算法的分析外[15],
绝大多数工作关于迭代步数 K 的收敛速度均无法

匹配下界,且并未指明关于问题维度d 的关系;但
RMSProp算法在实际深度学习任务中已较少使用。
在符号梯度下降类算法的研究中,尽管许多工作关

于K 匹配了理论下界,但这些工作要么没有针对d
展开研究,要么关于d 展示了较差的依赖。读者可

参阅表1进行相关工作的详细对比。在此背景下,
研究一个在大规模深度学习任务中经常使用且具有

优秀理论性质的优化器成为了一个意义重大的关键

问题。
作为符号梯度下降类算法的一员,LION

 

(e-
voLved

 

sIgn
 

mOmeNtum)优化器是一个非常有意

义的创新工作[26]。Chen等人将优化器的发现问题

等价为计算机程序的搜索问题,通过设计基于遗传

算法的搜索策略得到了能普适于各种深度学习任务

的LION算法。

LION在许多实际应用场景中展现了出色的性

能。然而,与传统的专家手工设计范式不同,LION
是通过启发式的搜索得到的,并不自然具备理论上

的收敛性,因此关于其理论性质的深入分析变得非

常关键。尤其是在要求较高可信度或计算资源有限

的优化任务中,对其收敛速度的研究结果显得更为

重要[27]。
本文填补了这一研究空白,通过全面的收敛速

度分析,展示了LION优化器在解决一种特定的带

约束优化问题和广义的无约束优化问题的理论表

现。本文证明,在梯度的ℓ1范数度量下,LION优化

器在解决一种特定的带约束优化问题和广义的无约

束优化问题中均表现出 (dK-1/4)的收敛速度,
其中K 为算法迭代步数。该速度不仅具有当前研

究工作中对问题维度d 的最佳依赖关系,而且在迭

代步数K 方面紧密贴合了非凸优化问题中随机梯

度类算法所能达到的理论下界。我们在(1)式中已

经指出,关于d 的收敛速度结果与所选取的范数有

关。这个理论下界是使用梯度的ℓ2 范数刻画的,为
了说明与本文结果之间的关系,我们在多种大规模

任务上完成了全面的实验,指明在深度网络的训练

过程中梯度的ℓ1/ℓ2 范数比始终处于Θ(d)的量

级(而不是常数量级Θ(1)),从而可以约去收敛速度

中的 d 项,进而从经验意义上说明在问题维度d
方面本文推出的收敛速度也贴合了随机梯度类算法

所能实现的理论下界。
综上所述,本文的研究深入而全面地分析了

LION的收敛速度,不仅增强了非凸优化领域对该

算法的理论理解,也说明了LION关于问题维度和

迭代步数均能够高效地完成大规模优化任务,为在

实际优化场景中的更可靠应用开辟了道路。
本文的剩余部分结构如下:第2节介绍相关背

景,讨论了前人在深度学习优化领域的工作,着重介

绍LION优化器的相关研究,并总结本文的贡献;第

3节详细描述了本文的主要贡献,即LION优化器

在一个特定的有约束和广义的无约束问题下的收敛

速度分析;第4节详细给出了LION优化器收敛速

度的证明过程;第5节介绍了具体的实验设定,分析

了实验结果,并指出这些结果佐证了我们的理论发

现;第6节是本文的简要总结。

2 相关背景

假设存在一个目标函数f,输入参数为θ。设

数据集S 包含来自随机变量ζ的分布 {ζ1,ζ2,…,

ζs}。绝大多数深度学习问题都可以表示为最小化

目标函数f 的优化问题:

min
θ∈ d

 f(θ)=EEζ~ f̂(θ,ζ)  (2)

其中,d 表示问题的维度,̂f 是关于模型参数θ 和

随机变量ζ 的观测值(Realization)的损失函数。
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表1 随机梯度类算法收敛速度的对比一览表

优化器 研究工作 范数 收敛速度
关于K 是否

匹配下界

关于d 是否

最优依赖
备注

经典算法

SGD Bottou等人[22] ℓ2 (K-1/4) √ √
自适应学习率算法

AdaGrad
Wang等人[28]、Liu等人[29] ℓ2 (polylog(K)·K-1/4) × ? 近似版本

Hong等人[30] ℓ2 (dpolylog(K)·K-1/4) × ?

Shi等人[31] min{ℓ1,γℓ2} (polylog(K)·K-1/4) × ?

RMSProp Zou等人[32] ℓ2 (polylog(K)·K-1/4) × ?

Li等人[15] ℓ1 (d·K-1/4) √ √ 较少使用

Adam
Zhang等人[33] min{ℓ2,γℓ

2
2} (polylog(K)·K-1/4) × ?

Zou等人[32]、Wang等人[34] ℓ2 (polylog(K)·K-1/4) × ?

符号梯度下降类算法

SignSGD Bernstein等人[35] ℓ1 (K-1/4) √ ? 假设不合实际

Sun等人[36] ℓ1 (d·K-1/4) √ ×

SignSGD-EF Karimireddy等人[37] ℓ2 (K-1/4) √ ? 较少使用

SignSGD-CF Safaryan等人[38] ℓ1 (K-1/4) √ ? 较少使用

LION Dong等人(本文) ℓ1 (d·K-1/4) √ √

  注:表中以经典算法、自适应学习率算法和符号梯度下降类算法作为分类,详细探讨了各类算法在不同梯度范数度量下的收敛速度,并给

出了全面的对比分析。表中“min{ℓ1,γℓ2}”表示梯度ℓ1范数与ℓ2范数的γ倍(γ为常数)之中较小值的上界。可以清晰地看出,本文所得的收

敛速度关于K 紧密匹配随机梯度类算法的下界,且关于d 达到了当前研究工作的最优依赖。

2.1 符号约定

  在本文中,我们使用粗体符号表示向量,普通非

粗体符号表示标量。对于向量x ,用xk 表示在第
 

k
次迭代时x 的值,而xi 表示该向量的第i个分量。
我们用θ 表示模型参数,并将随机梯度估计表示为

g。 对于标量s,sp 仍然表示它的p 次幂。我们使

用 · p 来表示ℓp 范数,为简便起见,使用 · 表示

欧几里得范数。对于最优性,定义f*=inf
θ∈

 f(θ),

其中 是可行域。虽然在非凸情形中优化算法可能

不会收敛到f*,但我们还是给出了这一定义①。对

于渐进性,我们使用f(n)= (g(n))表示存在常数
 

c>0和正整数 N ,使得对所有n ≥ N ,总有

f(n)≤c g(n) 成立;使用f(n)=Θ(g(n))表
示存在c1,c2(c2 ≥c1 >0)和正整数N ,使得对所

有n≥N ,总有c1 g(n)≤ f(n)≤c2 g(n)
成立。最后,我们使用polylog(n)表示多对数函数

(Polylogarithmic
 

Function)。

2.2 相关工作

  随机梯度类算法的收敛性已在众多研究中得

到广泛探讨。在假设1~3下(见第3节),Bottou
等人 已 证 明,随 机 梯 度 下 降 法(SGD)的 收 敛 速

度为[22]

1
K∑

K

k=1
EE f(θk)2  ≤

4
σ2L(f(θ1)-f*)

K1/4  (3)
该结果与非凸优化问题中随机梯度类算法相对于

K 的理论下界相匹配[21]②。尽管其具有良好的理

论性质,但许多研究已指出,SGD已无法应用于当

今基于Transformer架构的大规模深度学习任务的

训练过程[23-25]。
在SGD的基础成果上,许多工作研究了自适应

学习率算法的收敛速度。这类方法对每一个参数基

于其历史梯度信息动态调整相应的学习率,广泛应

用于深度学习等非凸优化任务中。对于 AdaGrad
算法[16],Wang等 人[28]、Liu等 人[29]和 Hong等

人[30]分别给出了相应的收敛速度分析。然而,前两

个工作的分析结果是基于其近似版本 AdaGrad-
Norm[39]完成的,并不严格等价于 AdaGrad算法;
且他们并未给出关于问题维度d 的严格依赖关系。

Hong等人的工作[30]分析了AdaGrad算法本身,经
过最优化简后,在ℓ2 范数下关于问题维度d 的收敛

速度仍比本文慢 (d)倍;此外,这些工作的收敛

速度关于迭代步数 K 的分析结果为 (polylog
(K)·K-1/4),并不能匹配随机梯度类算法收敛速

度的下界。对于RMSProp算法[19],Zou等人[32]和

Shi等人[31]给出的收敛速度结果同样具有AdaGrad
分析中的弊端;Li等人虽然指明了RMSProp的收
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①

②

本文不会证明f 将收敛至f*;证明的主要结论是,带约束
问题 收 敛 至 KKT 点 和 无 约 束 问 题 收 敛 至 驻 点 的 速 度 均 为

(dK-1/4)。
由于SGD的收敛速度式(3)匹配了随机梯度类算法的理论

下界,因此本文后续内容中与式(3)的对比即为与理论下界的对比。



敛速度关于K 和d 的关系[15],但由于该算法在实

际深度学习任务中已较少使用,对实际的指导意义

有限。对于 Adam[17]算法,Zhang等人[33]、Zou等

人[32]和 Wang等人[34]分别给出了该算法的收敛速

度,但仍然与下界相差 (polylog(K))因子,且由

于Adam算法的复杂性,这些工作都未严格指明关

于d 的依赖关系。
另外一系列的研究是围绕符号梯度下降类算法

展开的。这类方法最主要的特点是在参数更新式中

引入了符号函数,LION优化器正是其中之一。与

SGD和自适应学习率算法通常使用的ℓ2 范数度量

不同,这类算法的收敛性证明大都是在梯度的ℓ1 范

数下完成的[35-36,40-41]。Bernstein等人首次正式提出

SignSGD算法,并设计了分布式训练场合下的部署

方式[35]。尽管他们给出了SignSGD 的收敛性证

明,但该证明需要假设批大小(Batchsize)是逐步增

加的,大大限制了其在实际场景中的说服力。随后,
学界又提出了SignSGD-EF[37]和SignSGD-CF[38]算
法。这些算法的收敛性证明中解耦了与批大小之间

的关系,但并未应用于实际的深度学习训练中。之

后,Sun等人在更弱假设下给出了SignSGD算法的

动量版本的收敛速度证明[36]。具体来说,在与本文

相同的假设条件下,以梯度的ℓ1 范数为度量,带动

量的SignSGD算法的收敛速度为

1
K∑

K

k=1
EE f(θk)1  ≤

f(θ1)-f*

LK1/4 +
d
K1/4  (4)

然而,该结果关于问题维度d 并未达到当前研究工

作的最优依赖。
作为符号梯度下降类算法的一员,LION的收

敛性质也已得到了初步研究。Xiao等人给出了一

个包含LION的随机梯度类算法的框架[42],虽然他

们证明了该框架之下所有算法的收敛性,但并未给出

收敛速度的具体结果。Chen等人创新性地引入了

李雅普诺夫(Lyapunov)函数,展示了LION的优化

动态(Dynamics),并证明LION可作为一般性的方法

解决一个盒约束(Box
 

Constrained)优化问题
 [43]:

minf(θ),
 

s.t.θ ∞ ≤
1
λ

(5)

其中,问题(5)的约束可以看作一种正则化形式,而
正则化恰好是机器学习问题中防止过拟合的一项重

要技巧[44-45]。

Liu等人提出了在多种不同的分布式设定下

部署 LION 的 方 法,并 给 出 了 相 应 的 收 敛 性 证

明[40]。这项工作仅仅证明了LION对于一种特定

的带约束问题(5)的收敛性,而我们更精确地刻画

了LION的收敛速度,且该速度在迭代步数 K 上

与随机梯度类算法的理论下界相匹配,在问题维

度d 上展现了当前研究工作的最优依赖。此外,
我们还提供了对一般无约束问题(2)的收敛速度

分析。

2.3 研究贡献

  本文的主要贡献是对LION优化算法提供了完

整的在一种特定的带约束优化问题和广义无约束优

化问题下的收敛速度分析。本文证明,在这两种情

况下,LION的收敛速度均为 (dK-1/4)。 在带

约束优化问题中,本文的结果表明LION的收敛速

度匹配了非凸问题下随机梯度类算法关于 K 的理

论下界,并且在问题维度d 上表现出当前研究工作

中最优的依赖关系。在无约束设定下,我们首次给

出了LION的收敛性证明,并刻画了收敛速度,该速

度同样具有上述优势。此外,我们的收敛速度是基

于梯度ℓ1 范数刻画的,该范数与下界式(3)中使用

的ℓ2 范数有所不同。如式(1)所示,由于优化算法

关于问题维度d 的收敛速度结果与所选取的范数

有关,为了与下界进行公平对比,我们还完成了全面

而广泛的实验,不仅验证了LION的收敛速度关于

K 匹配了理论下界,还在实际深度学习任务中验证

梯度的ℓ1/ℓ2 范数比值始终处于Θ(d)的量级。
因此,从经验意义上看,我们的速度也与式(3)中所

得的关于d 的结果相匹配。这些结果在验证了LI-
ON优化器的高效性的同时,更为实际优化任务提

供了关键的理论指导。

3 收敛速度分析

LION优化器最初是由Chen等人通过基于遗

传算法的搜索策略发现的,是一种基于学习的优化

算法。LION的更新规则如算法1所示[26]。

算法1. LION
1.

 

初始化θ1,m0
 

2.
 

FOR
 

k=1,2,…,K
 

DO

3.  
 

gk ← f̂(θk,ζk)

4.  
 

ck ←β1mk-1+(1-β1)gk

5.  
 

θk+1 ←θk -ηsign(ck)+λθk  
6.  

 

mk ←β2mk-1+(1-β2)gk

7.
 

END
 

FOR
其中η为学习率,λ为权重衰减系数,β1 和β2 为算
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法的超参数。尽管LION是由启发式的搜索得到

的,但其算法原理融合了多种优化器设计的技巧:
(1)符号函数。LION优化器的更新规则是基

于符号函数的,而符号梯度下降类算法恰好是随机

梯度类算法的一个重要子分支[46]。先前的研究已

表明,基于符号函数的优化算法是解决深度网络训

练问题中的一类有效方案[35-38]。
(2)动量增强。动量法早在1964年便由Poly-

ak等人提出[18],是随机梯度类算法中增强有效梯

度信号的一项经典技巧。动量法的有效性已在多种

非凸优化问题中得到充分证明。
(3)权重衰减。相比于传统基于目标函数ℓ2 正

则化的权重衰减方案,LION采用了解耦的权重衰

减(Decoupled
 

Weight
 

Decay)技术。Loshchilov在

2017年便认识到了解耦权重衰减在深度学习任务

中的优势,并给出了具体原理的详细分析[47]。此

外,解耦的权重衰减也是 AdamW[47]超越传统 Ad-
am算法[17]的根本原因。

LION算法最大的特点是在上一步动量 mk-1

和本步随机梯度gk 之间使用了两个不同的插值,即
第4行的ck 和第6行的mk。 当参数β1=β2 时,该
算法退化为SignSGD的动量版本;作者在文章[26]

附录的第L节指出,采用不同的β1和β2值是LION
算法能高效运用于多种深度学习任务的关键所在。
作者推荐的默认设置为 (β1,β2)=(0.9,0.99);在
大模型训练中,常采用 (β1,β2)=(0.9,0.95)。 学

习率η和权重衰减系数λ通常由使用者自行设定。
为严格分析LION优化器的收敛速度,我们首先

列出随机梯度类算法的相关文献中最常使用的若干

基本假设。这些假设经常用于非凸优化和深度学习

领域主流的随机梯度类算法的收敛性分析中,如

SGD[21]、AdaGrad[28-30]、RMSProp[15,32]和 Adam[48-49]

等等。
假设1(L-光滑性).

 

目标函数的梯度是Lips-
chitz连续的:对任意点x 和y,目标函数f 满足

f(x)- f(y)≤L x-y (6)
其中L 是目标函数f 的Lipschitz常数。

假设2(随机梯度的无偏性).
 

随机梯度gk 是真

实梯度 f(θk)的无偏估计:

EE gk  = f(θk) (7)

  假设3(梯度噪声的有界性).
 

随机梯度gk 的方

差是有界的:

EE gk- f(θk)2  ≤σ2 (8)
其中,σ2 为方差的上界。

3.1 带约束情形

  考虑带约束问题
 

(5)。我们首先引入Xie等人

工作中的一个引理[50]:
引理1(论文[50]中引理3.8在ℓ∞ 范数下的推

论).
 

对带约束问题
 

(5),θ* 为KKT点的充分必要

条件是

θ*
∞ ≤

1
λ
,λ<θ*,f(θ*)>+ f(θ*)1=0。

  我们指出,通过适当初始化θ1,LION算法的

迭代序列 {θk}将始终保持在可行域内,并且使得

λ< f(θk),θk>+ f(θk)1 项一直保持非负(见
定理2)。结合引理1的知识和定理2提供的上界,

我们可推出LION算法最多需要 (dK-1/4)步即

可收敛到问题
 

(5)的KKT点,如推论3所示。

定理2.
 

假设条件1~3成立。设β1=1-
c1
K
,

β2=1-
c2
K
,η=

c3
dK3/4

,且 θ1
∞ ≤

1
λ
,其中c1、

c2 和c3 与 K 和d 无关。则对于算法1,我们有

(i)θk
∞ ≤

1
λ
,λ<f(θk),θk>+ f(θk)1≥0,

以及

(ii) 1K∑
K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+ f(θk)1  

≤
(f(θ1)-f*)d

c3K1/4 +
2σ d
c2K1/2+

4Lc3 d
c2K1/4

  +
2σ(2c1+c2)d

c2K1/4 +
2Lc3 d

K3/4 .

由于常数c1、c2 和c3 与K 和d 无关,定理2在一些

特定取值下转化为推论3。
推论 3.

 

在 定 理 2 的 设 置 下,设c1 =c2 =

L(f(θ1)-f*)
σ

,c3=
(f(θ1)-f*)3/4

L1/4σ1/2
,且

 

K ≥

max
σ6

L3(f(θ1)-f*)3
,L(f(θ

1)-f*)
σ2  ,则有

1
K∑

K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+ f(θk)1  

  ≤
15 d
K1/4

4
σ2L(f(θ1)-f*)

(9)

  推论3表明,LION算法在解决带约束优化问

题
 

(5)的过程中,就迭代次数K 而言实现了相同于

式(3)中所刻画的SGD算法的收敛速度。由于我们

已知式(3)与非凸优化中随机梯度类算法的理论下
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界相匹配[21],故推论3中的界同样与该下界在 K
上是匹配的。关于问题维度d 方面,尽管学界尚未

建立随机梯度类算法关于d 的收敛速度下界,本文

的结果提供了当下研究中关于d 的最优依赖关系

(详细对比见表1)。此外,我们的不等式约束的是

梯度的ℓ1 范数 f(θk)1,与下界所使用的梯度

ℓ2 范数 f(θk)2 有所不同。根据
 

(1)式,当二者

相近,即‖ f(θk)‖1≈‖ f(θk)‖2时,采用梯度

的ℓ1 或ℓ2 范数并无区别;而当二者相差较远,即

‖ f(θk)‖1≈ d‖ f(θk)‖2时,采用梯度的

ℓ1范数度量相比于ℓ2范数会多出 d 的因子。定义

ℓ1/ℓ2 梯度范数比为

r=
‖ f(θ)‖1
‖ f(θ)‖2

(10)

在本文的第5节中,我们在多种视觉和语言模态的

深度学习任务上进行了一系列实验,通过具体的实

验验证在深度模型的训练过程中梯度范数比r处于

Θ(d)的水平(而不是常数量级Θ(1)),从而可以

约去 (dK-1/4)中的 d 项。因此,我们的界在

实证意义上也与随机梯度类算法的收敛速度下界式

(3)关于d 的结论相匹配。

3.2 无约束情形

  本节介绍本文工作的另一个重要贡献:首次为

LION优化器在无约束问题下的收敛性提供了严格

保证,并详细分析了收敛速度。为了得出这一结果,
我们对目标函数f 做出了额外的强制性假设,该假

设在许多理论分析与实际应用场景下均成立。
假设4

 

(强制性).f 为强制(Coercive)函数:

lim
θ →∞

f(θ)→ ∞ (11)

  在理论分析方面,非凸优化算法理论研究的相

关文献中广泛使用强制性假设,用于许多理论性质

的分析[42]。在实际应用方面,目标函数f 的强制性

在许多领域的优化问题中广泛存在,如物理学中的

能量最小化问题[51-52]和交通与网络流系统中的最

优路径问题[53-55]等。对深度学习优化问题而言,使
用了正则化技巧的目标函数都具备强制性[44-45];此
外,许多深度学习任务的目标函数本身就满足假设

4。例如,在回归任务[56-57]和图像重建任务
 [58-60]中,

常用的均方误差(Mean
 

Squared
 

Error,
 

MSE)损失

就满足这一假设。
值得指出的是,在符号 梯 度 下 降 类 算 法 中,

SignSGD算法[35]及其变体SignSGD-EF[37]和Sign-
SGD-CF[38]均没有设计解耦的权重衰减机制(即不

存在权重衰减系数λ),使得这些算法在无约束情形

下的收敛速度结果在假设1~3的条件下即可成立;

LION引入的权重衰减机制使得我们在分析广义的

无约束优化问题时需要对目标函数f 做出强制性

假设。当移除该机制,即λ=0时,由于此时式(5)中
的约束已不复存在,从而使得3.1节中仅依赖于假

设1~3的结论成为不含权重衰减的LION在无约

束问题下的收敛速度结果。

在无约束问题中,如果我们初始化 θ1 ∞ ≤
1
λ
,

则定理2中的所有假设和条件在此均得到满足,因
此其推导过程中所有的结论在此也适用。基于定理

2和式(14),可得

EE f(θk)  -f* ≤f(θ1)-f*

+
2c3σ
c2

+
4Lc23
c2

+
2c3σ(2c1+c2)

c2
+2Lc23

(12)

不等式
 

(12)表明,EE f(θk)  对任意k 是有界的。
结合假设4,可推出 θk

∞ ≤C 对任意k 成立。进

一步设λ≤
1
2C
,得到的不等式λθk

∞ ≤
1
2

表明

LION的迭代序列不会触及问题(5)的约束边界,从
而在本质上转化为无约束优化问题。

本文证明,在无约束情形下,LION同样至多需

要 (dK-1/4)步即可收敛至问题(2)的驻点,如推

论5所示。

定理4.
 

假设条件1~4成立。设β1=1-
c1
K
,

β2=1-
c2
K
,η=

c3
dK3/4

,且λ≤
1
2C
,其中c1、c2和

c3 与K 和d 无关。初始化 θ1
∞ ≤

1
λ
,那么对于

算法1,我们有

1
2K∑

K

k=1
EE f(θk)1  ≤ df(θ1)-f*

c3K1/4

+
2σd
c2K1/2+

4Lc3 d
c2K1/4 +

2σ(2c1+c2)d
c2K1/4 +

2Lc3 d
K3/4

。

  类似地,推论5描述了LION收敛到问题
 

(2)
的驻点的速度:

推论5.
 

在定理4的设置下,如果我们设c1=c2

=
L(f(θ1)-f*)

σ
,c3=

(f(θ1)-f*)3/4

L1/4σ1/2
,且K

≥max
σ6

L3(f(θ1)-f*)3
,L(f(θ

1)-f*)
σ2  ,则
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1
2K∑

K

k=1
EE f(θk)1     

≤
15 d
K1/4

4
σ2L(f(θ1)-f*) (13)

  推论5表明,在无约束问题
 

(2)上,LION 与

SGD关于迭代步数K 以相同的速度收敛至驻点。

4 定理证明

本节给出第3章中核心定理的证明过程。思路

如下:首先证明定理2的第(i)部分,再给出δk=
 

ck

- f(θk)范数的上界,最后完成其余定理的证明。

4.1 定理2
 

(i)的证明

  证明. 借鉴Xie等人的工作[50],根据θk 的更

新公式,可得

θk+1
∞ -

1
λ =

(1-ηλ)θk -ηsign(ck)∞ -
1
λ

≤(1-ηλ)θk
∞+ηsign(ck)∞-

1
λ

=(1-ηλ)θk
∞ +η-

1
λ

=(1-ηλ) θk
∞ -

1
λ  ,

从 θ1
∞ ≤

1
λ

可直接推出第一条结论;对第二条

结论,我们有

λ< f(θk),θk>+ f(θk)1

≥-λ f(θk)1 θk
∞ + f(θk)1 ≥0,

证毕。

4.2 δk 的上界引理

  引理6.
 

假设条件1-3成立。记δk =ck -
f(θk)。 则对于算法1,我们有

1
K∑

K

k=1
EE δk  ≤

σ
K(1-β2)

+
2Lη d
1-β2

+(|β1-β2|+1-β1)·
σ
1-β2

。

  证明. 再记ξk=gk- f(θk)。 我们希望将

δk 整理为 f(θt)- f(θt-1)和ξt 等变量的线性

组合的形式,并分别利用假设1和假设3进行放缩。
根据算法1的更新规则,可得

δk =β1mk-1+(1-β1)gk- f(θk)    

=β1β2mk-2+β1(1-β2)gk-1

 +(1-β1)gk- f(θk)

=β2(ck-1-(1-β1)gk-1)+β1(1-β2)gk-1

+(1-β1)gk- f(θk)     

=β2(δk-1+ f(θk-1))-β2(1-β1)gk-1

 +β1(1-β2)gk-1+(1-β1)gk- f(θk)

=β2(δk-1+ f(θk-1))

 +(β1-β2)(ξk-1+ f(θk-1))

 +(1-β1)(ξk+ f(θk))- f(θk)

=β2δk-1-β1 f(θk)- f(θk-1)  
 +(β1-β2)ξk-1+(1-β1)ξk

=βk-1
2 δ1+∑

k

t=2
βk-t
2 (-β1 f(θt)- f(θt-1)  

 +(β1-β2)ξt-1+(1-β1)ξt)

=βk-1
2 δ1-β1∑

k

t=2
βk-t
2 f(θt)- f(θt-1)  

 +(β1-β2)∑
k

t=2
βk-t
2 ξt-1+(1-β1)∑

k

t=2
βk-t
2 ξt。

不等式两侧取数学期望,可得

EE δk  ≤βk-1
2 EE δ1  

+β1∑
k

t=2
βk-t
2 EE f(θt)- f(θt-1)  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
(a)项

+EE (β1-β2)∑
k

t=2
βk-t
2 ξt-1+(1-β1)∑

k

t=2
βk-t
2 ξt  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
(b)项

。

对(a)项,应用定理2
 

(i)的第一个不等式,可得

(a)项 ≤L∑
k

t=2
βk-t
2 EE θt-θt-1  

=Lη∑
k

t=2
βk-t
2 EE sign(ct-1)+λθt-1  

≤2Lη d∑
k

t=2
βk-t
2

≤
2Lη d
1-β2

。

对(b)项,可作如下放缩:

(b)项 ≤ β1-β2 EE ∑
k

t=2
βk-t
2 ξt-1  

+(1-β1)EE ∑
k

t=2
βk-t
2 ξt  

≤ β1-β2 EE ∑
k

t=2
βk-t
2 ξt-1 2

  

+(1-β1) EE ∑
k

t=2
βk-t
2 ξt 2

  

= β1-β2 ∑
k

t=2
β2

(k-t)
2 EE ξt-1 2  

+(1-β1) ∑
k

t=2
β2

(k-t)
2 EE ξt 2  
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= β1-β2 σ2∑
k

t=2
β2

(k-t)
2

+(1-β1) σ2∑
k

t=2
β2

(k-t)
2

≤ β1-β2 +(1-β1)·
σ
1-β22

≤ β1-β2 +(1-β1)·
σ
1-β2

。

其中,第二个不等号利用了琴生不等式(Jensen's
 

Inequality)的直接推论:由于f(x)=x2 是凸函数,
根据琴生不等式,对随机变量 X 有 [EE (X)]2 ≤

EE(X2),即EE(X)≤ EE(X2)成立。将(a)项和

(b)项代回,可得

EE δk  ≤βk-1
2 EE δ1  +

2Lη d
1-β2

+(β1-β2 +(1-β1))·
σ
1-β2

,

以及

1
K∑

K

k=1
EE[δk ]≤

1
K(1-β2)

EE[δ1 ]+
2Lη d
1-β2

+(β1-β2 +(1-β1))·
σ
1-β2

。

初始化m0=g1,则有EE[δ1 ]=EE[g1- f(θ1)]
 

≤σ。
证毕。

4.3 定理2
 

(ii)的证明

  证明. 根据梯度的Lipschitz性质,我们有

f(θk+1)-f(θk)

≤ < f(θk),θk+1-θk>+
L
2 θk+1-θk 2

=-η< f(θk),sign(ck)+λθk>

 +
Lη2

2 sign(ck)+λθk 2

= -ηλ<f(θk),θk>-η<f(θk),sign(f(θk))>

 -η< f(θk),sign(ck)-sign( f(θk))>

 +
Lη2

2 sign(ck)+λθk 2

=-ηλ< f(θk),θk>-η‖ f(θk)‖1
 -η<f(θk),sign(ck)-sign(f(θk))>

 +
Lη2

2 sign(ck)+λθk 2

≤-ηλ< f(θk),θk>-η‖ f(θk)‖1

+η∑
d

i=1
if(θk) sign(ck

i)-sign(if(θk))|

 +2dLη2。
当sign(ck

i)=sign(if(θk))时,我们有

if(θk) sign(ck
i)-sign if(θk)  |=0。

当sign(ck
i)≠sign(if(θk))时,可得ck

i if(θk)

≤0,以及

| if(θk) sign(ck
i)-sign if(θk)  

=2| if(θk)|≤2| if(θk)-ck
i|。

结合上述两种情况,记δk=ck- f(θk),可得

f(θk+1)-f(θk)

≤-ηλ< f(θk),θk>-η f(θk)1

+2ηδk
1+2dLη2

≤-ηλ< f(θk),θk>-η f(θk)1

+2η d δk +2dLη2。
不等式两侧取期望,对k=1,…,K 求和,并应用引

理6,可得

EE f(θK+1)  -f(θ1)

≤-η∑
K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+ f(θk)1  

+2η d∑
K

k=1
EE δk  +2KdLη2

≤-η∑
K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+ f(θk)1  

+2η d σ
1-β2

+
2KLη d
1-β2 

+(β1-β2 +1-β1)·
Kσ
1-β2 +2KdLη2。

设β1=1-
c1
K
,β2=1-

c2
K
,η=

c3
dK3/4

,代入得

EE f(θK+1)  -f*

+η∑
K

k=1
EE λ<f(θk),θk>+‖ f(θk)‖1  

≤f(θ1)-f* +2η d σ
1-β2

+
2KLη d
1-β2 

+(β1-β2 +1-β1)·
Kσ
1-β2 +2KdLη2

=f(θ1)-f* +
2c3σ

c2K1/4+
4Lc23
c2

+(c1-c2 +c1)·
2c3σ
c2

+
2Lc23
K1/2

≤f(θ1)-f* +
2c3σ

c2K1/4+
4Lc23
c2

+
2c3σ(2c1+c2)

c2
+
2Lc23
K1/2     (14)

6102 计  算  机  学  报 2025年



以及

1
K∑

K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+ f(θk)1  

≤ df(θ1)-f*

c3K1/4 +
2σ d
c2K1/2+

4Lc3 d
c2K1/4

 +
2σ(2c1+c2)d

c2K1/4 +
2Lc3 d

K3/4
。

证毕。

4.4 定理4的证明

  证明. 如3.2节所述,尽管本节研究无约束问

题的情形,由于定理2中的所有假设和条件在此均

满足,故其证明过程中的所有中间结论在此也同样

适用。根据不等式
 

(12)可知,EE f(θk)  对任意k
一致有界。结合假设4,可以得出存在一个常数C ,

使得 θk
∞ ≤C 对任意k 恒成立。设λ≤

1
2C
,

则有

λ< f(θk),θk>≥-λ f(θk)1 θk
∞

≥-
1
2 f(θk)1。

应用定理2,可得

1
2K∑

K

k=1
EE ‖ f(θk)‖1  

=
1
K∑

K

k=1
EE -

1
2‖ f(θk)‖1+‖ f(θk)‖1

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

≤
1
K∑

K

k=1
EE λ< f(θk),θk>+‖ f(θk)‖1  

≤ df(θ1)-f*

c3K1/4 +
2σ d
c2K1/2+

4Lc3 d
c2K1/4

 +
2σ(2c1+c2)d

c2K1/4 +
2Lc3 d

K3/4
。

证毕。

5 实验验证

在本节中,我们在多种视觉和语言模态的深度

学习任务上进行了充分的实验,从实践中证明了

LION相较于已知匹配理论下界的SGD的优越性。
我们还统计了各项任务优化过程中的梯度范数比

r,确认这一比值与模型大小d 的平方根大致成正

比关系:r=Θ(d),即在实证意义上可以约去

(dK-1/4)中的 d 项,从而说明本文的收敛速度

与下界式(3)关于d 同样匹配①。此外,为进一步说

明实验与理论结果的一致性,在附录 A.1节中,我
们针对简单的非凸优化问题和复杂的深度学习问题

验证了LION的收敛速度与理论预测较为吻合的事

实,并更加细致地分析了LION相比于SGD优越性

背后的原因。
对于视觉任务,我们在CIFAR-10[61]、CIFAR-

100[61]和ImageNet-1K[62]数 据 集 上 训 练 了 Res-
Net18[63]、ResNet50[63]和 ViT-S[64]模型,共计9组

实验。记数据集的大小为 S ,不同于传统的训练

范式,我们计算了整个训练集上的平均样本损失:

f(θ)=
1
S ∑

S

k=1
f̂(θ,ζk) (15)

并计算全梯度 f(θ),以统计整个训练集S 的完

整信息并得到梯度范数比r的无噪声精确测量。我

们将训练过程中一个完整的轮次(Epoch)划分为训

练轮、统计轮和测试轮。其中训练轮与典型的深度

学习范式一致,将训练集分为不同的批(Batch),分
批计算随机梯度,并使用该梯度更新模型的参数;在
统计轮中,由于式(15)中关于f 的梯度计算是线性

运算,因此我们可以在保持参数θ 不变的情况下,
累计各批所对应的损失函数值与相应的梯度信息,
从而得到f(θ)和 f(θ)的精确值;在测试轮中,
我们使用测试集上的Top-1图像分类准确率来评

估模型的性能。
图1展 示 了 ResNet18[63]、ResNet50[63]以 及

ViT-S[64]模型在CIFAR-100[61]数据集上的实验结

果。结果显示,LION相比于SGD在所有任务上都

实现了更低的训练误差和更高的图像识别准确率,
对应于深度学习模型更强的性能。此外,通过观察

图1中的(b)、(d)和(f)子图中的梯度范数比可知,

LION优化过程中的梯度范数比与问题维度的平方

呈现正比的关系,即r=Θ(d)。 这些结果有效证

明了LION在处理大规模的复杂优化问题的普适性

和优越性。
此外,我们还完成了CIFAR-10[61]和ImageN-

et-1K[62]数据集上的实验,并将对应的结果整理在

附录A.2中。这些补充实验进一步展示了LION
在多种任务中的优越性能,充分证实了我们的结论。
为便于实验复现,我们在附录B中介绍了具体的实

验背景并明确了详细的超参数设定。
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① 本文实验的目的是比较LION与已知匹配理论下界的SGD
的实验结果,以验证本文的核心结论,而不是说明在这些任务上LI-
ON比其他常用的深度网络训练算法(如 AdamW 等)效果更佳.

 

有
关这类比较,可参考LION优化器的设计原文[26]。



图1 ResNet18[63]、ResNet50[63]和ViT-S[64]模型在CIFAR-100数据集[61]上的实验结果

(子图(a)、(c)和(e)展示了训练过程中的样本平均损失和测试时Top-1分类准确

率,子图(b)、(d)和(f)展示了梯度范数比的变化过程。)

对于语言任务,我们在 OpenWebText[65]数据

集上 预 训 练 了 经 典 的 BERT-Small[66]、BERT-
Base[66]以及GPT-2

 

Small[67]和GPT-2
 

Medium[67]

模型。对于BERT模型,我们将损失函数定义为掩

码语言建模(Masked
 

Language
 

Modeling,
 

MLM)
损失和句子顺序预测(Sentence

 

Order
 

Prediction,
 

SOP)损失之和,并以测试集上的总损失作为性能评

价指标。对于GPT-2模型,定义损失函数为语言模

型(Language
 

Model,
 

LM)损失,即预测的下一个词

概率与实际词之间的交叉熵损失。同样地,我们将

性能评价指标定义为测试集上的LM损失。
与视觉任务类似,为了计算f(θ)和 f(θ),

我们也修改了默认的训练范式。然而,当今大语言

模型训 练 的 数 据 集 极 其 庞 大,例 如 OpenWebT-
ext[65]的训练集大约包含90亿个分词(Token)。由

于计算资源的限制,我们无法给出整个数据集S 上

的损失函数及其梯度的精确值,而是通过汇总100
个批次的结果来给出这些值的一个近似估计。进一

步的实验表明,将累积的批次数量修改为1000或

5000均不影响实验结论。
图2和图3分别展示了BERT和GPT-2模型

在OpenWebText[65]的训练集和测试集上的样本平

均损失,以及训练过程中的梯度范数比变化情况。
这些结果再次证明了LION相比于SGD的优越性。
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图2 BERT-Small和BERT-Base模型[66]在 OpenWebText数据集[65]上的实验结果

(子图(a)和(c)展示了训练过程中的样本平均损失和测试损失,子图(b)和(d)展
示了梯度范数比的变化过程。)

图3 GPT-2
 

Small和GPT-2
 

Medium模型[67]在OpenWebText数据集[65]上的实验结果

(子图(a)和(c)展示了训练过程中的样本平均损失和测试损失,子图(b)和(d)展示

了梯度范数比的变化过程。)
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容易观察到,在这些任务上LION优化器的训练和

测试损失均显著低于SGD。相关领域的许多研究

已经解释了这种现象,即SGD在训练Transformer
类模型时的性能显著劣于 AdamW[23-25],而LION
在这些任务上通常具有与AdamW相似或更强的性

能[26]。另一方面,LION优化器在这些模型上的训

练过程中梯度范数比仍满足r=Θ(d),从而验证

了该关系在语言模态的深度学习任务上同样成立。
另外,在GPT-2模型训练的各个阶段,我们还

评估了这些中间模型在 WikiText-103数据集[68]上

的零样本(Zero-shot)性能。结果显示,使用LION
优化器仅需进行少量迭代即可超越使用SGD训练

结束时的性能,达到了更低的困惑度(Perplexity)。
具体细节请参阅附录A.3。

本节在视觉和语言模态的多种深度学习任务已

充分证明,LION优化器在实际应用中不仅体现出

更优的性能,而且具有良好的稳定性。该优化器目

前已广泛应用于 Transformer等深度网络模型的

训练[26]。
总结来说,尽管LION和SGD在理论上关于迭

代步数K 均已匹配随机梯度类算法的下界,我们在

多种任务上的实验结果充分证明了LION相对于

SGD的明显优势,在所有任务上均实现了更低的损

失与更强的性能。另外,这些任务的训练过程中

LION的梯度范数比r总是保持在Θ(d)的量级,
在本文基于梯度ℓ1 范数与下界基于梯度ℓ2 范数的

收敛速度的对比过程中,可以在实证意义上约去

(dK-1/4)中的 d 项,证明了本文的收敛速度关

于问题维度d 同样可以匹配随机梯度类算法的理

论下界。本文完成的多组实验提供了LION优化器

理论分析结果的有效支持。

6 结论与展望

本文对LION优化器进行了全面的收敛速度分

析,详细阐明了该算法的理论及实际优势。本文证

明,LION在梯度ℓ1范数的度量下,优化一种特定的

带约束问题和广义的无约束问题的收敛速度均为

(dK-1/4)。 该速度精确匹配了非凸优化问题中

随机梯度类算法的关于迭代步数K 的理论下界,且
实现了当前研究工作中关于问题维度d 的最优依

赖。另外,通过在视觉和语言任务上的广泛实验,我
们不仅证明了LION比SGD在实际应用中具有更

强的性能,而且说明了 LION 优化过程中梯度的

ℓ1/ℓ2 范数比始终保持在Θ(d)的量级,从而在经

验意义上说明我们的收敛速度关于问题维度d 与

理论下界同样匹配。
未来的研究可以进一步探讨LION优化器在更

广泛应用场景中的适应性。例如,现有工作尚未严

格建立随机梯度类算法在梯度ℓ1 范数度量下关于

问题维度d 的理论下界,深入研究这一问题并给出

明确的理论界限,有助于进一步完善非凸优化算法

的收敛理论,并为LION的最优性提供更坚实的理

论支撑。其次,在分布式优化和联邦学习环境下,结
合误差补偿机制或梯度压缩技术,探讨LION在分

布式场景下的应用潜力是一个值得研究的问题。最

后,在当今超大规模的Transformer类大模型的应

用背景下,业界广泛采用浮点数量化和混合精度技

术来提高计算效率。然而,这些技术在加速训练的

同时也引入了一定的数值误差。因此,如何在考虑

量化误差和精度损失的情况下严格分析LION的收

敛速度,仍是一个值得进一步研究的问题。相信这

些研究会在非凸优化领域和深度学习领域带来更多

的创新和突破。

附 录

A 补充实验
A.1

 

LION收敛速度的实证分析

为充分说明本文所证明收敛速度的实际意义,
本节首先以简单的非凸优化问题为载体,说明LI-
ON在符合理论假设的实验设定下解决盒约束问题

 

(5)和无约束问题
 

(2)的收敛速度均能较好吻合理

论结果,然后在实际的深度学习任务中,在说明LI-
ON同样能够匹配理论收敛速度的同时,通过详细

的数值分析展示了LION相对于SGD的优越性。

A.1.1 简单非凸优化问题的结果

本文第3节已证明,LION在解决带约束优化

问题
 

(5)的 过 程 中 收 敛 至 KKT 点 的 速 度 为

(dK-1/4),如式(9)所示;在解决无约束优化问

题时同样具有上述收敛速度,如式(13)所示。本节

构造了一个简单的二元目标函数f,在确保f 符合

本文理论假设的前提下,有效验证了带约束情形下

不等 式
 

(9)的 左 侧 1
K∑

K

k=1
EE[λ< f(θk),θk>+

f(θk)1]和无约束情形下不等式
 

(13)的左侧
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1
2K∑

K

k=1
EE f(θk)1  均能较好地匹配不等式右

侧的理论收敛速度值。
具体而言,定义目标函数为①

f(θ)=(θ1)2+(θ2)2+5cosθ1cosθ2,
其中θ=[θ1,θ2]T ∈ 2。 容易验证,f 为非凸函

   

数,且满足假设1和4。f 的Lipschitz常数L=7,全
局最小值点为 (0,±2.125)和 (±2.125,0),对应

最小值为f * =1.884(均精确到小数点后三位)。f
的三维曲面图(3D

 

Surface
 

Plot)和等高线图(Con-
tour

 

Plot)分别如附图1(a)和1(b)所示。

附图1 二元目标函数的图像特征

  对任意点θ,目标函数f 的真实梯度 f(θ)
可直接求出。为模仿随机梯度,我们定义gk =
f(θk)+ε,其中ε 的各分量为独立同分布的标准

高斯噪声,即ε=[ε1,ε2]T,ε1,ε2 ~N(0,1)。 易知

gk 满足假设2和3,其中假设3的σ2=2。
取权重衰减系数λ=0.1,则盒约束问题的约束

条件为 θ ∞ ≤10。 针对该问题,我们将θ1 初始

化在约束边界上,令θ1
1=10,θ1

2 为 [-10,10]之间

的随机数。由于f 关于θ1
1 和θ1

2 具有对称性,故以

此原则选取不同的初始化点θ1 时可全面衡量LI-
ON在盒约束问题下的收敛速度。

为降低实验过程中初始化点θ1 和随机梯度gk

带来的随机因素,我们选取5个不同的初始化点展

开实验,并针对每个点分别运行5次重复的实验过

程,共计25组实验。由于目标函数f 的结构较为

简单,我们可以算出式(9)右侧L、σ和f*等各常数

的精确值。设置学习率η=0.01,迭代步数 K =
2000,记录每组实验迭代过程中不等式(9)左侧和右

侧的 值 并 取 其 平 均,我 们 将 结 果 展 示 在 附 图2
(a)中。

附图2(a)中的实线为LION优化过程中式(9)
左侧的实际收敛速度,虚线反映了式(9)右侧的理论

值。可以看出,本文证明的在带约束问题中的理论

结果与实际优化过程较为吻合,进一步突出了推论

3的实际指导意义。
值得指出的是,LION在实际应用中的收敛速

度并不会完全吻合其理论值。因为本文结论衡量的

是LION对任意一个满足假设的非凸目标函数在最

坏情况下的收敛速度,仅当第4节的证明过程中所

有不等式的相等条件同时成立时才能完全吻合。实

际应用中LION优化器的收敛速度会略好于该值。
最后,我们尝试了不同的学习率η 和权重衰减

系数λ,发现LION优化器在这些参数的不同取值

下均能得到与附图2(a)相同的结论。
对于无约束问题,由于f 同样满足定理4的所

有假设,我们仍使用该函数进行研究。不同于盒约

束问题的情形,在无约束问题中我们将初始化点的

两个分量θ1
1 和θ1

2 均设置为 [-10,10]之间的随机

数,并在迭代过程中衡量式(13)左右两侧的值。同

样地,我们随机选取了5个不同的初始化点,对每个

点分别进行5次重复实验,并汇报所有实验的平均

结果。
附图2(b)展示了LION在解决无约束问题的

迭代过程中理论与实际收敛速度的比较。可以看

出,LION的实际收敛速度仍能较好地匹配推论5
中给出的理论值。进一步实验发现,使用不同的学

习率和权重衰减系数均不会影响附图2(b)中的主

要结论。

A.1.2 实际深度学习任务的结果

为详细验证LION优化器在实际深度学习任务
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① 根据2.1节中的符号约定,我们将参数θ 的第1个分量的
平方记为 (θ1)

2,以便与θ 在第2步时的第1个分量θ21 相区分。



附图2 LION优化器在简单盒约束和无约束非凸优化问题中的收敛速度图(我们构造了一

个简单的二元目标函数f,使用LION算法多次进行实验,并汇报所有实验的平均值。结果

显示,LION解决两种问题的收敛速度均能较好地匹配本文所证明的理论值。)

中的性能,充分体现本文理论贡献的价值,本节对

LION和SGD的收敛速度进行了细致的对比,不仅

说明了LION收敛速度与理论结果的适应性,而且

详细地阐述了LION在实际应用中相比于SGD更

强的原因。
本文2.2节的相关工作已提到,SGD的收敛速

度为

1
K∑

K

k=1
EE f(θk)2  ≤

c'SGD·
4
σ2L(f(θ1)-f*)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
       cSGD

·K-1/4 (附1)

其中,c'SGD 为常数。在推论5中已证明,LION优化

器解决无约束问题的收敛速度为

1
K∑

K

k=1
EE f(θk)1  ≤

c'LION·
4
σ2L(f(θ1)-f*)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
        cLION

·dK-1/4 (附2)

其中,c'LION 为常数。虽然二者关于迭代步数K 均

能 匹 配 随 机 梯 度 类 算 法 的 理 论 收 敛 速 度 下 界

(K-1/4),但在实际应用中,其中的常数差异会对

收敛速度产生显著影响。
本节以在 CIFAR-100[61]数据集上训练 Res-

Net18[63]模型为例,说明在实际深度学习任务中梯

度范数期望的平均值(即不等式
  

(附1)和
  

(附2)的
左侧)关于迭代步数 K 均能较好地匹配 (K-1/4)
的下界,以强调本文贡献的实际指导意义。另外,通
过说明在深度学习实验中一般有c'LION<c'SGD 成立,
从而解释了LION相比于同样匹配下界的SGD在

实际应用中收敛速度更快的根本原因。
在A.1.1节中,我们计算出了目标函数的全局

最小值f* 、Lipschitz常数L 以及随机梯度的噪声上

界σ2。 然而,由于深度网络内含的复杂嵌套结构,在
实际任务中我们难以得到这些常数的值。观察到式

(附1)和
  

(附2)的右侧关于这些常数的乘法因子同为
4
σ2L(f(θ1)-f*),因此我们可以通 过 比 较 式

(附1)中K-1/4 的系数cSGD 和式(附2)中 dK-1/4 的

系数cLION ,以达到比较c'SGD 和c'LION 的目的。
我们使用与正文第5节中完全相同的实验设

定,分别使用LION和SGD优化器完成深度学习任

务的训练。在LION的训练过程中,我们记录式(附

2)左侧梯度ℓ1 范数的平均值;在SGD的训练过程

中,我们记录式(附1)左侧梯度ℓ2 范数的平均值。
为降低实验的随机性,针对每个优化器我们都重复

进行5次训练,并取所有实验结果的平均值。LION
和SGD的实际收敛速度分别如附图3(a)和附图3
(b)中实线所示。

另外,我们根据实际收敛速度完成了对常数

cLION 和cSGD 的估计。在保证不等式对任意K 成立

的前提下,我们计算出满足条件的各常数的最小值,
以得到对cLION 和cSGD 最紧密的估计。经过计算得

知,cLION=0.701,cSGD=1.365,从而说明了LION
在实际深度学习任务中收敛得比同样匹配下界的

SGD更快。
在得到cLION 和cSGD 的值之后,我们将对应的理

论收敛速度曲线分别体现在了附图3(a)和附图3
(b)中的虚线上。可以看到,LION在实际深度学习

任务中仍然能够较好地体现 (dK-1/4)的收敛速

度,充分佐证了本文贡献的实际价值。
最后,我们再次指出,对一个优化器的理论分析

结果仅代表其在最坏情况下的收敛速度,实际应用
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中的收敛速度会略好于该值。不过,附图3的结果 也能说明最坏情况下收敛速度的实际指导意义。

附图3 ResNet18模型使用CIFAR-100数据集训练时LION和SGD优化器迭代过程中收敛速度的比较(结

果显示,LION优化器在梯度ℓ1 范数下收敛速度为0.701· dK-1/4,而SGD优化器在梯度ℓ2 范数

下收敛速度为1.365·K-1/4。因此,LION在实际应用中收敛得比SGD更快。)

A.2
 

视觉任务:CIFAR-10和ImageNet-1K数据集的

评测结果

  如第5节所述,我们在 CIFAR-10[61]
 

和Ima-
geNet-1K[62]数据集上进行了补充实验,结果分别如

附图4和附图5所示。这些结果进一步印证了我们

的结论。

A.3
 

语言任务:WikiText-103上的零样本评测结果

在本节中,我们提取了GPT-2模型预训练过程

中在第10000、20000、30000、40000和50000步处的

检查点(Checkpoint),并评测这些中间产物在 Wiki-
Text-103数据集[68]上的零样本性能。我们以困惑

度作为性能的衡量指标。
我们将实验结果整理在附表1中。为保持数量级

的一致性,我们采取了常用的对困惑度取对数的缩放

操作。结果显示,使用LION优化算法训练的GPT-2
模型在训练的一开始就达到了比使用SGD训练到最

终阶段更低的困惑度,进一步证明了LION在实践中

能够实现更快的收敛速度和更优的模型性能。
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附图4 ResNet18[63]、ResNet50[63]和ViT-S[64]模型在CIFAR-10数据集[61]上的实验结果

附图5 ResNet18[63]、ResNet50[63]和ViT-S[64]模型在ImageNet-1K数据集[62]上的实验结果
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附表1 LION和SGD优化器在GPT-2
 

Small和 Medium架

构上的表现

模型架构 优化器
迭代步数

10k 20k 30k 40k 50k

GPT-2
 

Small
SGD 8.202 8.005 7.922 7.892 7.887
LION 3.659 3.409 3.326 3.293 3.284

GPT-2
 

Medium
SGD 8.029 7.807 7.737 7.715 7.712
LION 3.221 3.004 2.918 2.882 2.876

  注:我们在模型预训练过程中的第10000、20000、30000、40000

和50000步处的检查点进行评测,并在本表中汇报困惑度的对数值,

该指标越低,证明效果越好。LION优化器在训练的一开始就超越

了SGD的最终结果,展现了更快的收敛速度和更佳的性能。

B 实验细节

为方便复现,本节介绍正文中第5节所完成实验

的细节。关于数据集的划分,本文使用的所有数据集

均包含官方统一的训练集和测试集划分,可以保证在

重复实验时所使用的训练和测试数据完全相同。
(1)CIFAR-10和 CIFAR-100数据集的训练。

鉴于最佳参数可能因数据集和模型而异,我们针对

不同的学习率开展了网格式搜索,具体的搜索范围

为[3e-3,
 

1e-3,
 

3e-4,
 

1e-4,
 

3e-5,
 

1e-5,
 

3e-6,
 

1e-
6]。该范围涵盖了绝大多数深度学习任务中使用的

学习率设定,通过搜索的方式可以为每组实验找出

最优的学习率。具体学习率的搜索结果如附表2所

示。对于动量系数β1和β2,我们采用LION优化器

默认的参数设置。整个训练包含100个轮次,在训

练过程中,我们采用了经典的余弦退火学习率调度策

略。我们将批大小设置为64,为避免过拟合现象,我
们使用了权重衰减技术,并将系数设置为0.1。考虑

到ViT模型最初是为处理ImageNet数据集的224×
224大小的图像设计的,而CIFAR数据集的图片大小

只有32×32,我们在此应用了一种常见的数据预处理

方法,即先把CIFAR数据集中的图片缩放为224×
224,然后基于ImageNet的预训练模型进行微调。结

果显示,LION无论是在ResNet的预训练任务还是

ViT的微调任务上都实现了超过SGD的性能。本组

实验均在单个NVIDIA
 

A6000
 

GPU上完成。
附表2 CIFAR-10和CIFAR-100数据集不同模型架构下的学

习率搜索结果

模型架构 CIFAR-10 CIFAR-100
ResNet18 3e-6/1e-6 3e-5/3e-4
ResNet50 3e-6/3e-6 3e-5/1e-4
ViT-S 1e-6/1e-6 1e-6/1e-6

  注:在每组设定中,斜杠“/”前表示LION使用的学习率,斜杠后

表示SGD使用的学习率。

  (2)ImageNet数据集的训练。ImageNet是广

泛应用于评测深度模型图像分类能力的知名数据

集,其中最常用的是ImageNet-1K版本。ImageN-
et-1K的数据包含1000个类别,涵盖了日常生活中

常见的各种物体。学界对于该数据集的训练模式已

有公认的设定[63],本文同样沿用此设定作为标准训

练配置。在该设定下,整个训练过程包含90个轮

次,其中前10个轮次是学习率热身(Warm-up)阶
段,中间70个轮次为余弦退火阶段,最后10个轮次

为冷却(Cooldown)阶段。读者可参考文章[63]来获

取各参数的详细数值。对于动量系数β1 和β2,我们

采用LION优化器默认的参数设置。本组实验在8
个NVIDIA

 

A6000
 

GPU 上以分布式训练的设定

完成。
(3)语言任务的训练。我们使用英伟达公司开

发的知名大语言模型训练框架Megatron-LM[69],在

OpenWebText[65]数据集上训练和评估模型。由于

计算资源有限,我们无法精确复刻工业级模型训练

过程中数千个GPU的超大规模运算配置。读者可

参考文章[69]来获取各参数的详细数值。不过,本
文实验的绝大多数配置都沿用了 Megatron-LM 的

官方设定,只对推荐配置做了少量修改。具体来说,
我们将SGD的学习率设置为1e-4,LION的学习率

设置为1e-5,全局批大小设置为640,在100个批次

上累积训练集的平均样本损失和梯度信息。对于动

量系数β1 和β2,如本文第3节中所述,在大语言模

型训练中通常采用 (β1,β2)=(0.9,0.95),我们使

用了这一参数设置。整个训练过程包含50000步,
在16个NVIDIA

 

A100
 

GPU上完成。
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Background
  The

 

research
 

presented
 

in
 

this
 

paper
 

is
 

focused
 

on
 

the
 

field
 

of
 

deep
 

learning,
 

particularly
 

in
 

the
 

context
 

of
 

large-

scale
 

nonconvex
 

optimization
 

problems.
 

In
 

recent
 

years,
 

sig-

nificant
 

progress
 

has
 

been
 

made
 

internationally
 

in
 

designing
 

optimization
 

algorithms
 

for
 

deep
 

learning
 

tasks,
 

including
 

traditional
 

stochastic
 

gradient
 

descent
 

(SGD)
 

and
 

its
 

adaptive
 

variants
 

such
 

as
 

Adam,
 

RMSProp,
 

and
 

AdaGrad,
 

as
 

well
 

as
 

its
 

signed
 

variants
 

such
 

as
 

SignSGD
 

and
 

LION.
 

While
 

these
 

methods
 

have
 

demonstrated
 

strong
 

practical
 

performance,
 

the
 

theoretical
 

understanding
 

of
 

their
 

convergence
 

rates,
 

es-

pecially
 

for
 

novel
 

algorithms
 

like
 

LION,
 

remains
 

incomplete.
 

This
 

paper
 

addresses
 

these
 

challenges
 

by
 

providing
 

a
 

comprehensive
 

convergence
 

rate
 

analysis
 

of
 

the
 

LION
 

optimi-

zer
 

for
 

a
 

specific
 

type
 

of
 

constrained
 

problem
 

and
 

general
 

un-

constrained
 

problems.
 

The
 

results
 

demonstrate
 

that
 

LION
 

a-

chieves
 

a
 

convergence
 

rate
 

of
 

(dK-1/4),
 

where
 

d
 

is
 

the
 

problem
 

dimension
 

and
  

is
 

the
 

number
 

of
 

iterations.
 

This
 

rate
 

theoretically
 

matches
 

the
 

current
 

lower
 

bound
 

for
 

stochastic
 

gradient
 

methods
 

in
 

nonconvex
 

optimization
 

with
 

respect
 

to
 

K,
 

and
 

empirically
 

matches
 

the
 

lower
 

bound
 

with
 

respect
 

to
 

d
  

in
 

practical
 

deep
 

learning
 

applications.
 

These
 

findings
 

pro-

vide
 

theoretical
 

insights
 

into
 

the
 

behavior
 

of
 

LION,
 

contribu-

ting
 

to
 

a
 

deeper
 

understanding
 

of
 

its
 

performance
 

in
 

large-

scale
 

deep
 

learning
 

problems.

This
 

paper
 

addresses
 

the
 

core
 

research
 

problem
 

of
 

the
 

project
 

of
 

Science
 

and
 

Technology
 

Innovation
 

2030:
 

“Major
 

Program
 

on
 

New
 

Generation
 

Artificial
 

Intelligence”,
 

Project
 

No.
 

2022ZD0160300,
 

hosted
 

by
 

Ministry
 

of
 

Science
 

and
 

Technology
 

of
 

the
 

People's
 

Republic
 

of
 

China.
 

Specifically,
 

this
 

work
 

contributes
 

to
 

topic
 

2
 

of
 

the
 

major
 

project,
 

titled
 

“Foundational
 

Algorithms
 

for
 

Machine
 

Learning
 

in
 

General
 

Vision”,
 

with
 

the
 

topic
 

No.
 

2022ZD0160302.

The
 

goal
 

of
 

topic
 

2,
 

“Foundational
 

Algorithms
 

for
 

Ma-

chine
 

Learning
 

in
 

General
 

Vision”,
 

is
 

to
 

develop
 

and
 

analyze
 

efficient
 

optimization
 

algorithms
 

tailored
 

for
 

large-scale
 

intel-

ligent
 

models,
 

which
 

impose
 

higher
 

demands
 

on
 

training
 

da-

ta,
 

computational
 

resources,
 

storage
 

platforms,
 

and
 

energy
 

efficiency.
 

The
 

project
 

emphasizes
 

the
 

design
 

and
 

analysis
 

of
 

highly
 

efficient
 

optimization
 

algorithms
 

specifically
 

suited
 

for
 

large
 

models.

Key
 

objectives
 

include
 

designing
 

single-core
 

optimization
 

algorithms
 

for
 

general
 

nonconvex
 

problems,
 

such
 

as
 

minimi-

zation,
 

bilevel,
 

and
 

min-max
 

optimization.
 

By
 

leveraging
 

techniques
 

such
 

as
 

momentum
 

acceleration,
 

this
 

topic
 

aims
 

to
 

improve
 

the
 

convergence
 

properties
 

of
 

stochastic
 

optimiza-

tion
 

methods
 

and
 

provide
 

well-defined
 

stopping
 

conditions
 

and
 

complexity
 

measures
 

for
 

key
 

computational
 

costs.
 

Fur-

thermore,
 

this
 

topic
 

explores
 

distributed
 

optimization
 

meth-
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ods
 

with
 

low
 

communication
 

complexity,
 

enabling
 

efficient
 

multi-machine,
 

multi-core
 

optimization.
 

Additionally,
 

it
 

in-
vestigates

 

learning-based
 

optimization
 

approaches
 

that
 

incor-

porate
 

prior
 

knowledge
 

from
 

training
 

data
 

and
 

neural
 

net-
work

 

architectures
 

to
 

break
 

theoretical
 

complexity
 

lower
 

bounds
 

under
 

certain
 

conditions.

The
 

algorithms
 

developed
 

and
 

analyzed
 

under
 

this
 

topic
 

aim
 

to
 

support
 

the
 

fast
 

training
 

and
 

inference
 

of
 

large-scale
 

models,
 

addressing
 

critical
 

challenges
 

in
 

general
 

machine
 

learning
 

optimization.
 

The
 

results
 

of
 

this
 

paper
 

contribute
 

di-
rectly

 

to
 

these
 

objectives
 

by
 

advancing
 

the
 

theoretical
 

under-
standing

 

of
 

the
 

LION
 

optimizer.
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