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摘　要　元学习通过学习先验知识，能帮助模型快速适应新任务．在适应新任务的过程中，空间几何结构与数据几

何结构的匹配程度对模型泛化起着重要作用．现实世界数据具有多样的非欧几何结构，例如自然语言具有非欧层

级结构，人脸图像具有非欧环状结构等．已有研究表明，真实数据的非欧结构同黎曼流形的几何结构相匹配，从理

论上提供了利用黎曼流形来建模数据的可行性．本文提出了混合曲率空间（ｍｉｘｅｄｃｕｒｖａｔｕｒｅｓｐａｃｅ）中的几何自适应

元学习方法，利用多个混合曲率空间来表示数据，并生成与数据非欧结构相匹配的黎曼几何．本文构建了多混合曲

率神经网络，将混合曲率空间的几何结构表示为曲率空间的曲率、数量和维度，由此通过梯度下降过程实现对数据

非欧结构的几何自适应．本文进一步引入几何初始化生成策略和几何更新策略，通过少数几步迭代，空间几何结构

即可快速匹配数据非欧结构，加速了梯度下降过程．本文在小样本分类和小样本回归等任务上进行了实验验证．与

欧氏空间的元学习方法相比，本文方法在小样本分类任务上取得了约３％的准确率提升，在小样本回归任务上将均

方误差减少了一半，验证了本文方法的有效性．
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１　引　言

元学习的核心思想是在已知任务上总结先验知

识，教会模型如何高效学习新任务，以缓解深度学习

泛化性不强、需要大量标注数据以及繁琐训练过程

的问题［１３］．元学习方法通常包含两个模型：基础学

习模型和元学习模型．通过训练元学习模型学习先

验知识，帮助基础学习模型快速适应新任务．目前主

流的元学习方法大致分为三类：基于优化的元学习

方法、基于度量的元学习方法和基于模型的元学习

方法［４］．本文方法属于基于优化的元学习方法．该类

方法展现了较好的灵活性，在图像分类、强化学习、

语义分割、目标检测和３Ｄ视觉
［５７］等多个应用中表

现出优异的性能．

目前大多数基于优化的元学习方法假设数据都

遵循欧氏结构，并在这一前提下探究模型如何适应

新任务［８１０］．然而，现实世界中的数据结构远比欧氏

结构复杂［１１］，例如自然语言和细粒度图像具有非欧

层级结构［１２］，人脸图像和一些知识图谱数据具有非

欧环状结构［１３］．此外，一些任务的数据具有非均匀

的非欧结构，即某个区域具有环状结构，而另一区域

具有层级结构［１４］．显然，欧氏空间的几何结构与数

据的非欧几何结构不匹配．将这些复杂的数据强行

嵌入欧氏空间，会扭曲数据的真实结构，削弱了数据

表达的丰富性和准确性．这种失真不仅限制了模型

有效捕捉数据间复杂关系的能力，还严重影响其泛

化至新任务的性能，从而制约了模型的适应范围．

已有研究表明，真实数据所蕴含非欧结构同黎

曼流形结构高度契合［１５］，为利用黎曼流形来建模数

据提供了理论依据．使用与非欧结构相匹配的黎曼

几何可以保持数据的几何结构，增强数据表示的表

达力［１６］．例如，与非欧层级结构相匹配的是双曲几

何，双曲空间的容量随着半径增长而呈指数增长，而

欧氏空间的容量随半径增长呈线性增长，这使得双

曲几何在建模层级结构中数量呈指数增长的叶子结

点时更具优势［１７］．再如，与非欧环状结构相匹配的

是球面几何，使用球面几何可以更准确地度量环状

数据间的相似性［１８］．

混合曲率空间（ｍｉｘｅｄｃｕｒｖａｔｕｒｅｓｐａｃｅ）是常见的

黎曼流形［１３１４，１８１９］，由常曲率空间（ｃｏｎｓｔａｎｔｃｕｒｖａｔｕｒｅ

ｓｐａｃｅ）的笛卡儿积组成，通常建模为常曲率空间表

示的串联．混合曲率空间的几何结构取决于常曲率

空间的数量、维度和曲率［２０２２］．通过更新常曲率空间

的数量、维度和曲率，混合曲率空间可以匹配多种多

样的非欧结构［１７］．真实场景中的任务常常面临数据

匮乏，数据结构复杂多样且不可提前预知的特点．混

合曲率空间以几何结构灵活的建模方式为模型与数

据的匹配提供了一条可行的途径．例如，使用带有正

曲率的常曲率空间有助于建模人脸图像和一些知识

图谱数据的非欧环状结构，使用带有负曲率的常曲

率空间有助于建模自然语言和细粒度图像的非欧层

级结构．因此，本文研究混合曲率空间中的几何自适

应元学习方法，该方法学习混合曲率空间几何结构

与数据几何结构间的先验知识，进而调整常曲率空

间的数量、维度和曲率，生成与新任务数据相匹配的

空间几何结构，提升泛化性能．

实现混合曲率空间中的几何自适应面临着两个

挑战．第一个挑战是如何构建基础学习模型，以保持

混合曲率空间的几何结构．现有元学习方法所使用

的模型（例如各种卷积神经网络）会不可避免地破坏

混合曲率空间的几何结构，降低模型的泛化能力．第

二个挑战是如何以可微分的方式动态更新常曲率空

间的数量和维度．鉴于元学习的训练过程通常计算
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梯度，而常曲率空间的数量与维度作为离散变量，阻

碍了直接采用传统意义上的微分策略进行优化，这

一矛盾成为了技术突破的关键瓶颈．

为了解决第一个挑战，本文搭建了黎曼流形中

的基础学习模型：多混合曲率神经网络．该神经网络

使用多个混合曲率空间来建模数据，这些混合曲率

空间由不同数量、不同维度和不同曲率的常曲率空

间组成．通过为混合曲率空间分配不同的权重以匹

配多样的非欧几何结构．为了解决第二个挑战，本文

引入了几何初始化生成策略和几何更新策略，通过

可微分的梯度下降过程对混合曲率空间的权重和曲

率进行更新．几何初始化生成策略生成梯度下降过

程中合适的权重和曲率初始化；几何更新策略输出

梯度下降过程的学习率和搜索方向．得益于这一系

列设计，经过少数几步迭代，本文模型的混合曲率空

间即可快速适应数据的非欧结构．本文在小样本分

类、小样本回归和图像填充任务上进行了实验验证．

与欧氏空间中的元学习方法相比，在小样本分类任

务上本文方法实现了约３％的准确率增长，在小样

本回归任务上将均方误差减少至原来的一半，验证

了本文方法的有效性．

２　相关工作

２１　元学习

已有元学习方法大致分为三类：基于度量的元

学习方法、基于模型的元学习方法和基于优化的元

学习方法．基于度量的元学习方法通过学习鲁棒的

嵌入空间和距离度量实现对新任务的快速适应．基

于度量的方法为所有任务学习公共嵌入空间［２３２４］，

但限制了模型的适应能力．为了解决这个问题，近期

不少工作研究任务自适应嵌入空间，包括学习任务自

适应的特征变换［２５］、部署任务自适应的目标函数［２６］、

生成任务自适应的类别原型［２７］等．最近，Ｋｈｒｕｌｋｏｖ

等人［１２］和Ｑｉ等人
［２８］提出了黎曼流形中基于度量的

元学习方法，学习鲁棒的非欧距离度量．然而，由于

这两个方法对距离度量的依赖，它们仅能用于分类

任务［２３］．与这两个方法不同，本文方法属于基于优

化的元学习方法，可以灵活地应用于分类、回归和强

化学习等多种任务．

基于模型的元学习方法将自适应过程建模为任

务表示的学习过程和黑盒模型的前向传播过程，黑

盒模型输出为自适应后的模型参数．Ｓａｎｔｏｒｏ等人
［２９］

利用梯度信息作为任务表示来预测神经网络的参

数．Ｘｕ等人
［３０］引入了编码器解码器架构来生成无

限维任务表示．Ｍｉｓｈｒａ等人
［３１］使用时间卷积和注意

力机制来提高基于模型的元学习方法的记忆能力．

Ｚｈｅｎ等人
［３２］利用任务表示来生成特定的核函数，

并在多个任务上显示了先进的性能．与上述基于模

型的元学习方法相比，因为本文方法无需对已知任

务的表示和参数进行存储，因此本文方法的计算资

源消耗更少．

基于优化的元学习方法主要位于欧氏空间，通

过基础学习模型的优化过程实现对新任务的快速适

应．一些方法致力于好的基础学习模型的参数初始

化，其中最著名的方法是模型无关元学习方法

（ＭｏｄｅｌＡｇｎｏｓｔｉｃＭｅｔａＬｅａｒｎｉｎｇ，ＭＡＭＬ）
［１］，在多

个计算机视觉、机器学习领域得到了成功应用．许多

研究者提出了 ＭＡＭＬ改进的方法
［２，５，１０］，旨在降低

ＭＡＭＬ方法的计算复杂性并克服过拟合问题．此

外，一些工作表明，基础学习模型的更新过程也可以

被建模为元学习问题．这些工作使用神经网络作为

优化器，并训练此神经网络实现高效的参数优

化［３３３４］．与上述方法不同的是，本文方法关注实际应

用中更为常见的非欧结构数据，通过混合曲率空间，

实现了对非欧结构数据的几何自适应，具有更广的

应用场景和更强的泛化能力．最近，Ｇａｏ等人
［２１］提

出了曲率自适应的元学习方法．与之相比，本文方法

不仅生成自适应的曲率，还生成自适应的曲率空间

数量和维度，实现了更灵活的几何自适应，以更小的

数据失真来匹配非欧数据．

２２　混合曲率空间中的学习算法

混合曲率空间是由多个常曲率空间组成的积流

形．常曲率空间作为积流形中的子流形，具有建模非

欧结构数据的能力．曲率是常曲率空间中的重要概

念，表示该空间与平坦欧氏空间的差异［１９，３５］．正曲

率定义了适合于环状结构的球面空间，负曲率定义

了适合于层级结构的双曲空间．一些方法聚焦于将

欧氏空间中的算法与模型推广至常曲率空间，例如

核方法［１６］、多层感知器［３５］、降维算法［３６］、数据增

强［３７］、图神经网络［３８３９］和生成式模型［４０］．

实际应用中的数据几何结构比较复杂，数据通

常具有非均匀的非欧结构．相比于单一的空间几何

结构（例如单一的球面空间），由多个常曲率空间组

成的混合曲率空间可以更好地匹配复杂的非欧结

构．比如，一些方法通过实验试错的方式来确定混合

曲率空间的曲率［１８１９，２１］，获得与数据非欧结构相匹配

的混合曲率空间几何．最近的一些方法将混合曲率空
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间的几何结构看作模型的可学习参数，通过监督学习

的方式获得混合曲率空间的几何结构［１３１４，２０］．上述

方法都需要大量的时间消耗或数据标注．不同于上

述方法，本文方法通过学习先验知识，可以在数据量

较少的情况下快速适应复杂的非欧结构数据．

２３　黎曼流形中的神经网络

目前黎曼流形中的神经网络可以分为三类．第

一类神经网络使用欧氏空间中的骨干网络，并在骨

干网络顶部添加若干流形运算，以获得数据的流形

表示［１２，２８］．在这种情况下，欧氏骨干网络仍然可能

破坏数据的非欧结构．第二类神经网络专门为流形

特征［４１］设计．换句话说，第二类神经网络不涉及处

理原始数据的网络架构（例如处理图像数据的卷积

运算），而仅具有处理流形特征的网络架构（例如线

性投影运算）．为了解决这两个问题，第三类神经网

络应运而生，即黎曼流形中的端到端神经网络．第三

类神经网络研究黎曼流形中的几何保持操作来处理

原始数据并保证数据的流形结构不被破坏［３８］．多混

合曲率神经网络属于黎曼流形中的第三类神经网

络，可以端到端地处理输入数据．但与已有的神经网

络相比，本文所搭建的多混合曲率神经网络使用多

个黎曼流形来建模数据，而不是单一空间，能够更灵

活地匹配数据中复杂的非欧结构．

３　数学背景

３１　常曲率空间

常曲率空间是一种平滑的黎曼流形．维度为犱、

曲率为犓 的常曲率空间通常表示为!

犱

犓．曲率犓 的

符号定义了三种类型的空间．负曲率对应着双曲空

间，我们选择使用双曲空间中的庞加莱圆盘模型［４２］

（Ｐｏｉｎｃａｒ’ｅｂａｌｌ）；零曲率对应着欧氏空间；正曲率对

应着球面空间，我们选择使用球面空间中的投影球

模型［４３］（ｐｒｏｊｅｃｔｅｄｓｐｈｅｒｅｍｏｄｅｌ）．在本文中，常曲

率空间定义如下：

!

犱

犓＝

"

犱

犓＝ 狓∈#

犱＋１
｜〈狓，狓〉２＝

１｛ ｝犓 ， 犓＞０

$

犱＝#

犱， 犓＝０

%

犱

犓＝ 狓∈#

犱＋１
｜〈狓，狓〉２＜

１｛ ｝犓 ， 犓＜

烅

烄

烆
０

．

常曲率空间中以点狌∈!

犱

犓为切点的切空间表示为

犜狌!
犱

犓．切空间是欧氏空间，可以在切空间中直接

执行欧氏空间的操作．本文使用陀螺矢量空间
［４２］

（ｇｙｒｏｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅ）为常曲率空间提供基础操作．

（１）常曲率空间中的向量加法．对于常曲率空

间中的两点狓，狔∈ !

犱

犓
，其加法由莫比乌斯加法

（Ｍｂｉｕｓａｄｄｉｔｉｏｎ）定义，

狓犓狔＝
（１－２犓〈狓，狔〉２－犓 狔

２）狓＋（１＋犓 狓 ２）狔

１－２犓〈狓，狔〉２＋犓
２ 狓 ２

狔
２

．

　　（２）常曲率空间中的指数对数运算．指数运算

ｅｘｐ
犓
狌（·）：犜狌!

犱

犓→!

犱

犓和对数运算ｌｏｇ
犓
狌（·）：!

犱

犓→犜狌!
犱

犓

可以实现数据在常曲率空间与切空间之间的变换，

ｅｘｐ
犓
狌（狇）＝狌犓ｔａｎ犓 ｜犓槡 ｜

λ
犓
狌 狇（ ）２

狇

｜犓槡 ｜·（ ）狇

ｌｏｇ
犓
狌（狓）＝

２

｜犓槡 ｜λ
犓
狌

ｔａｎ－１犓 （｜犓槡 ｜· －狌犓狓 ）
－狌犓狓

－狌犓

烅

烄

烆 狓

．

如果曲率犓大于０，则ｔａｎ犓（·）＝ｔａｎ（·），否则ｔａｎ犓（·）＝

ｔａｎｈ（·）；同理，如果犓大于０，则ｔａｎ－１犓 （·）＝ｔａｎ
－１（·），

否则ｔａｎ－１犓 （·）＝ｔａｎｈ
－１（·）．

（３）常曲率空间中的测地线距离．测地线距离

表示黎曼流形中两个点之间的最短距离．对于常曲

率空间中的两点狓，狔∈!

犱

犓
，其测地线距离定义为

ψ犓（狓，狔）＝
２

｜犓槡 ｜
ｔａｎ－１犓 （｜犓槡 ｜· －狓犓狔 ）．

　　（４）常曲率空间中的正交投影．正交投影（ｏｒｔｈｏｇ

ｏｎａｌｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ）ｐｒｏｊ
犓
狌将一个任意空间中的向量狕投

影至切空间犜狌!
犱

犓上，

ｐｒｏｊ
犓
狌（狕）＝

狕－〈狌，狕〉２狌， 犓０

（１／（λ
犓
狌）

２）狕， 犓＜
烅
烄

烆 ０
．

３２　混合曲率空间

混合曲率空间是由多个常曲率空间组成的笛卡

儿积［１８１９］，

!

·
·＝×

犿

犼＝１
!

犱
犼

犓
犼
，

其中混合曲率空间!共由犿个常曲率空间组成，!
犱
犼

犓
犼

表示组成混合曲率空间的第犼个常曲率空间．混合

曲率空间中的点狓∈!通常被表示为向量的拼接，

狓＝（狓１，…，狓犿），其中狓犼∈!

犱
犼

犓
犼
．所有常曲率空间的

曲率表示为"＝｛犓１，…，犓犿｝．同样地，混合曲率空

间!的切空间犜狌!被定义为常曲率空间切空间的

笛卡儿积，

犜狌!
·
·＝×

犿

犼＝１犜狌犼!
犱
犼

犓
犼
，

其中狌＝（狌１，…，狌犿）∈!表示犜狌!的切点．为了方

便，本文设置某一混合曲率空间中的所有常曲率空

间具有相同的维度犱，则混合曲率空间的维度为

犇＝犱犿．混合曲率空间的几何结构犵定义为常曲率

空间的曲率"

、维度犱和数量犿．

２９２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



通过设置常曲率空间的数量犿、维度犱和曲率

"

，混合曲率空间可以匹配多种多样的非欧结构．本

文方法学习先验知识，赋予模型从给定任务的少量

数据中估计犿、犱和"

，以应对真实任务中数据匮

乏、数据结构复杂多样且不可提前预知的特点，生成

与新任务相匹配的空间几何结构，提升模型的泛化

性能．具体地，本文方法构建了多混合曲率神经网

络，使用多个混合曲率空间来建模数据．这些混合曲

率空间由不同数量、不同维度和不同曲率的常曲率

空间组成，通过为混合曲率空间分配不同的权重以

调整曲率空间的数量犿 和维度犱；本文方法引入了

几何初始化生成策略和几何更新策略，给定新任务，

通过梯度下降过程对曲率进行调整．具体细节请查

阅方法章节．

（１）混合曲率空间中的指数对数运算．混合曲

率空间中的指数运算Ｅｘｐｍ
"

狌（·）：犜狌!→!和对数

运算Ｌｏｇｍ
"

狌（·）：!→犜狌!实现了数据在混合曲率

空间与切空间之间的变换，

Ｅｘｐｍ
"

狌（狇）＝（ｅｘｐ
犓
１

狌１
（狇
１），…，ｅｘｐ

犓犿
狌犿
（狇
犿））

Ｌｏｇｍ
"

狌（狓）＝（ｌｏｇ
犓
１

狌１
（狓１），…，ｌｏｇ

犓犿
狌犿
（狓犿

烅
烄

烆 ））
．

　　（２）混合曲率空间中的平方距离．混合曲率空间

中的平方距离定义为常曲率空间中的平方距离之和，

Ψ
２
"

（狓，狔）＝∑
犿

犼＝１
ψ
２

犓
犼

（狓犼，狔犼），

其中ψ
２
"

（·）表示常曲率空间!

犱
犼

犓
犼
上的平方距离．

（３）混合曲率空间中的正交投影．混合曲率空

间中的正交投影Ｐｒｏｊ
"

狌将任意空间中的向量狕投影

到混合曲率空间的切空间犜狌!中，

Ｐｒｏｊ
"

狌（狕）＝（ｐｒｏｊ
犓
１

狌１
（狕１），…，ｐｒｏｊ

犓犿
狌犿
（狕犿））．

４　方　法

４１　问题定义

在元学习中，考虑任务分布狆（!），任务!犻采样自

狆（!），即!犻～狆（!）．任务!犻由包含训练数据的支持

集"

狊

犻和包含测试数据的查询集"

狇

犻组成．元学习的目

标是训练元学习模型，从任务分布狆（!）中学习先

验知识，帮助基础学习模型快速适应新任务．

本文方法使用多个混合曲率空间来建模数据，

构建了多混合曲率神经网络#犵，θ作为基础学习模

型，其中犵表示神经网络中的空间几何结构，θ表示

神经网络的参数．本文引入几何自适应优化算法#

ψ
，

包括几何初始化生成策略和几何更新策略，将带有

公共初始化犵和θ的模型#犵，θ通过梯度下降过程优

化为任务特定的模型#犵′犻
，θ′犻

#犵′犻
，θ′犻
＝#

ψ
（
#犵，θ，"

狊
犻） （１）

其中犵′犻与θ′犻分别表示任务特定的空间几何结构和模

型参数．#ψ将公共初始化犵转换为任务特定的几何

初始化，并生成梯度下降过程中的学习率和更新方

向，使得多混合曲率神经网络#犵，θ可以快速适应于

各种非欧结构．

因此，本文方法的元学习模型包括多混合曲率

神经网络的公共几何初始化犵、几何自适应优化算

法的参数ψ以及参数初始化θ，可以建模为

ａｒｇｍｉｎ
犵，θ，ψ

$

!

犻～狆
（
!

）［$（#ψ（#犵，θ，"
狊
犻），"狇犻）］ （２）

式（２）利用双层循环机制训练元学习模型．在内层循

环中，#
ψ
利用支持集数据"

狊
犻将多混合曲率神经网络

#犵，θ快速适应于任务!犻．在外层循环中，利用查询集

数据"

狇
犻计算任务特定模型#犵′犻

，θ′犻
的损失$

，并更新犵、

ψ和θ．

４２　多混合曲率神经网络

多混合曲率神经网络使用多个混合曲率空间来

建模数据，并为不同的混合曲率空间分配不同的权

重．假设多混合曲率神经网络的第犻层使用狉个混

合曲率空间：!１，!２，…，!狉．此狉个混合曲率空间

具有相同的维度，犇１＝犇２＝…＝犇狉．同时，为了简单

易操作，设置同一个混合曲率空间中的常曲率空间

拥有相同的维度，即第狀个混合曲率空间!狀由犿狀

个维度为犱狀的常曲率空间组成，

!狀
·
·＝!

犱狀

犓
１
狀
×!

犱狀

犓
２
狀
×…×!

犱狀

犓
犿狀
狀

（３）

混合曲率空间的维度为犇狀＝犿狀犱狀．值得注意的是，

不同混合曲率空间中常曲率空间的数量和维度是不

同的，即对于狀≠狀′，有犿狀≠犿狀′，犱狀≠犱狀′．

混合曲率空间具有非欧几何结构，因此无法使

用传统的神经网络架构，例如欧氏空间中的全连接

层和卷积块．考虑到流形的切空间是欧氏空间，可以

利用指数映射和对数映射将传统的神经网络推广至

混合曲率空间．在神经网络的第犻层，输入是数据在狉

个混合曲率空间｛!狀｝
狉
狀＝１中的特征表示．首先使用狉

个对数映射｛Ｌｏｇｍ
"狀
狌狀
｝狉狀＝１将输入特征从狉个混合曲率

空间｛!狀｝
狉
狀＝１映射至其对应的切空间｛犜狌狀!狀｝

狉
狀＝１，狌狀

表示第狀个混合曲率空间中的切点．接着，对不同

切空间中的特征使用相同的变换操作（例如线性

映射和非线性激活）进行处理．考虑到处理后的特

征位于任意的空间，可以直接将不同混合曲率空

间的结果加权组合，加权后的结果被映射至神经网
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络第犻＋１层的狉个混合曲率空间｛!′狀｝
狉
狀＝１．为此，使

用狉个正交投影操作｛ｐｒｏｊ
"′狀
狌′狀
｝狉
狀＝１将特征映射到切空

间｛犜狌′狀!′狀｝
狉
狀＝１中，其中狌′狀∈!′狀是神经网络第犻＋１

层中第狀个混合曲率空间的切点，并使用狉个指数

映射｛Ｅｘｐｍ
"′狀
狌′狀
｝狉狀＝１将切空间｛犜狌′狀!′狀｝

狉
狀＝１中的结果映

射至｛!′狀｝
狉
狀＝１．上述过程如图１所示．

图１　多混合曲率神经网络中的数据流示意图

实际上，切空间仅仅是混合曲率空间的局部近

似，切空间的表示能力将随着切点与特征间距离的

增大而降低．为此，我们设置可学习切点，并通过梯

度下降方式更新切点，使得切点可以尽可能地靠近

特征．总之，我们在多混合曲率神经网络的第犻层中

使用两组不同的切空间｛犜狌狀!狀｝
狉
狀＝１和｛犜狌′狀!′狀｝

狉
狀＝１．

第一组切空间｛犜狌狀!狀｝
狉
狀＝１用于对第犻层的输入做变

换操作；第二组切空间｛犜狌′狀!′狀｝
狉
狀＝１用于将结果映射

到第犻＋１层的混合曲率空间．

４．２．１　卷积块

本文以依次包含卷积操作、非线性激活操作、批

量归一化操作和池化操作的卷积块为例，介绍如何

构建混合曲率空间中的卷积块，如图２所示．卷积块

的输入是狉个三维张量 $狀∈#

犮×犺×｛ ｝狑 狉
狀＝１，分别表示

数据在狉个混合曲率空间!１，!２，…，!狉中的特

征．张量中犮表示通道的数量，犺和狑 表示张量的高

和宽．这里将$狀看作是包含了犺狑 条位于混合曲率

空间!狀中的特征，而混合曲率空间的维度是犮．

图２　多混合曲率神经网络中的卷积块示意图

首先使用狉个对数映射｛Ｌｏｇｍ
"狀
狌狀
｝狉狀＝１将狉个三

维张量｛$狀｝
狉
狀＝１中的特征分别映射至对应的切空间

｛犜狌狀!狀｝
狉
狀＝１，

%狀＝Ｌｏｇｍ
"狀
狌狀
（
$狀） （４）
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%狀是与$狀同样尺寸的三维张量，包含犺狑个维度为犮

且位于犜狌狀!狀中的特征．在切空间犜狌狀!狀中对%狀进

行卷积、非线性激活、批量归一化和池化操作，

&狀＝Ｐｏｏｌ（ＢＮ（σ（犠%狀＋犫））） （５）

其中、σ、ＢＮ和Ｐｏｏｌ分别表示卷积、非线性激活、

批量归一化和池化操作，犠 和犫分别表示卷积操作

的权重和偏置．&狀∈#

犮′×犺′×狑′包含了犺′狑′条维度为

犮′的特征，特征位于任意空间．对于不同混合曲率空

间中的特征，使用相同的卷积参数．

此时，张量｛&狀｝
狉
狀＝１中的特征都位于任意空间，

可以对此狉个张量进行加权组合，

&＝∑
狉

狀＝１

犪狀&狀 （６）

其中，犪狀表示第狀个混合曲率空间的权重．&∈#

犮′×犺′×狑′

与&狀尺寸相同．

卷积块使用狉个正交投影操作｛Ｐｒｏｊ
"′狀
狌′狀
｝狉狀＝１将&

中的犺′狑′条特征映射至神经网络下一层的切空间

｛犜狌′狀!′狀｝
狉
狀＝１中，

'狀＝Ｐｒｏｊ
"′狀
狌′狀
（
&

） （７）

其中'狀∈#

犮′×犺′×狑′．最终使用狉个指数映射｛Ｅｘｐｍ
"′狀
狌′狀
｝狉狀＝１

将｛'狀｝
狉
狀＝１映射至网络下一层的混合曲率空间｛!′狀｝

狉
狀＝１，

(狀＝Ｅｘｐｍ
"′狀
狌′狀
（
'狀） （８）

最终获得狉个三维张量｛(狀｝
狉
狀＝１作为下一层的输入．

４．２．２　全连接层

全连接层的输入为数据在狉个混合曲率空间

!１，!２，…，!狉中的特征｛狓狀｝
狉
狀＝１，狓狀∈!狀．首先使

用狉个对数映射｛Ｌｏｇｍ
"狀
狌狀
｝狉狀＝１将这狉条特征｛狓狀｝

狉
狀＝１

投影到对应的切空间｛犜狌狀!狀｝
狉
狀＝１中，

狊狀＝Ｌｏｇｍ
"狀
狌狀
（狓狀） （９）

在切空间｛犜狌狀!狀｝
狉
狀＝１中对｛狊狀｝

狉
狀＝１应用线性映射和

非线性激活操作，

狕狀＝σ（犠狊狀＋犫） （１０）

这里犠 与犫表示全连接层的权重和偏置．对于不同混

合曲率空间中的特征，使用相同的权重和偏置．与卷

积块类似，狕狀位于任意空间，本文对狉条特征｛狕狀｝
狉
狀＝１

进行加权组合，

狕＝∑
狉

狀＝１

犪狀狕狀 （１１）

通过狉个正交投影操作｛Ｐｒｏｊ
"′狀
狌′狀
｝狉狀＝１，狕被映射至神

经网络下一层的狉个切空间｛犜狌′狀!′狀｝
狉
狀＝１，

狇狀＝Ｐｒｏｊ
"′狀
狌′狀
（狕） （１２）

最后，使用狉个指数映射｛Ｅｘｐｍ
"′狀
狌′狀
｝狉狀＝１将｛狇狀｝

狉
狀＝１映

射至神经网络下一层的混合曲率空间｛!′狀｝
狉
狀＝１，

狔狀＝Ｅｘｐｍ
"′狀
狌′狀
（狇狀） （１３）

狔狀∈!′狀．最终获得狉条特征｛狔狀｝
狉
狀＝１作为网络下一层

的输入．图３所示的是全连接层的示意图．

图３　多混合曲率神经网络中的全连接层示意图

４．２．３　网络架构

在具体实现中，多混合曲率神经网络使用所提

出的卷积块和全连接层来代替原欧氏神经网络（例

如小样本分类任务中的ＲｅｓＮｅｔ１２网络）中的卷积

块和全连接层，同时保持原神经网络的超参数、输出

维度和数据变换操作顺序不变．以 ＲｅｓＮｅｔ１２网络

为例，该神经网络由四个卷积块和一个全连接层组

成，输入图像的大小为３×８４×８４．在第一个卷积块

中，输入图像位于原点处切空间中，因此无需对数映

射操作．本文直接遵循欧氏ＲｅｓＮｅｔ１２网络中的数据

变换操作顺序（卷积→批量归一化→非线性激活→

卷积→批量归一化→非线性激活→卷积→批量归一

化→残差链接（卷积→批量归一化→非线性激活））和

相应超参数（卷积核大小、卷积步长等），在切空间中

对图像执行所需计算，并获得大小为６４×４２×４２的

张量，６４为通道数量，４２表示长和宽．接着，使用狉个

正交投影运算和狉个指数映射操作将张量映射到第

二个卷积块的狉个混合曲率空间中．第二个卷积块的

混合曲率空间的维度为６４．狉个对数映射将大小为

６４×４２×４２的输入张量投影至对应的切空间，按顺

序执行所需的操作，加权狉个计算结果，最后使用正

交投影和指数映射将加权后的张量特征映射到第三

个卷积块的狉个混合曲率空间，输出的张量大小为

１２８×２１×２１．以此堆叠剩余卷积块和全连接层，获
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得多混合曲率神经网络，作为本文方法的骨干网络．

４３　几何自适应优化

混合曲率空间的几何结构表示为常曲率空间的

曲率、维度和数量．本文将整个多曲率混合神经网络

的几何结构表示为犵＝｛犪，｝，其中＝｛"１，…，"狉｝

表示所有混合曲率空间的曲率，犪＝｛犪１，…，犪狉｝表示

所有混合曲率空间的权重．几何自适应优化算法#

ψ

以梯度下降方式，对犵进行更新．ψ表示几何自适应

优化算法的可学习参数，#
ψ
包括几何初始化生成策

略)

ψ１
和几何更新策略 *

ψ２
，ψ＝｛ψ１，ψ２｝．

具体地，给定任务!犻，几何初始化生成策略 )

ψ１

基于公共几何初始化犵生成任务特定的几何初始化

犵犻，０＝)

ψ１
（
"

狊
犻，犵）．几何更新策略*

ψ２
采用梯度下降的

方式更新犵犻，０，为梯度下降过程生成自适应的学习

率和更新方向，最终获得任务特定的空间几何结构

犵′犻＝*

ψ２
（
"

狊
犻，犵犻，０）．同时，本文也采用传统梯度下降

方法对多混合曲率神经网络#犵，θ的参数θ 进行更

新．图４所示的是整个自适应过程．

图４　几何自适应优化的数据流动示意图

４．３．１　几何初始化生成策略

给定新任务!犻及其支持集数据"

狊
犻，几何初始化

生成策略)

ψ１
利用狉个混合曲率空间的权重犪和曲

率的梯度信息，将公共权重初始化犪和曲率初始

化转换为任务特定的几何初始化犵犻，０，包括权重

初始化犪犻，０和曲率初始化犻，０．

)

ψ１
计算带有公共初始化的多混合曲率神经网络

#犵，θ在支持集数据"

狊
犻上的损失$

（
#犵，θ，"

狊
犻），并计算$

（
#犵，θ，"

狊
犻）关于权重犪和曲率的梯度犪$（#犵，θ，

"

狊
犻），ψ$（#犵，θ，"

狊
犻）．使用多层感知机对犪和进行

调整，

γ１＝ＭＬＰ１（犪，犪$（#犵，θ，"
狊
犻）），

γ２＝ＭＬＰ２（，$（#犵，θ，"
狊
犻）），

犪犻，０＝γ１犪，

犻，０＝γ２ （１４）

其中γ１和γ２表示缩放因子，γ１具有与犪相同的尺

寸，γ２具有与相同的尺寸，表示矩阵按元素位置

的乘法．几何初始化生成策略)

ψ１
的参数ψ１即为多层

感知机的参数．ＭＬＰ１和 ＭＬＰ２具体为欧氏空间中的

双层全连接层结构，其隐含层维度为２５６．对于生成

缩放因子γ１的多层感知机，其输入维度和输出维度

都与犪维度相同．对于生成缩放因子γ２的多层感知

机，其输入维度和输出维度都与维度相同．

４．３．２　几何更新策略

几何更新策略*

ψ２
采用梯度下降的方式对犪犻，０和

犻，０进行更新．考虑到不同的混合曲率空间具有不同

的优化轨迹，梯度下降过程中使用单一的学习率可

能导致次优的优化结果．此外，当新任务中训练数据

有限时，简单地使用梯度作为更新方向可能会导致

优化轨迹的震荡．

为了解决上述问题，几何更新策略对犪犻，狋和犻，狋

生成自适应的学习率和更新方向，

犪犻，狋＝犪犻，狋－１－α犻，狋－１犛犻，狋－１，

犻，狋＝犻，狋－１－β犻，狋－１犜犻，狋
烅
烄

烆 －１

（１５）

其中犪犻，狋和犻，狋表示狋时刻的权重和曲率，α犻，狋－１和

β犻，狋－１分别表示权重和曲率的学习率，犛犻，狋－１和犜犻，狋－１

分别表示权重和曲率的更新方向．

本文训练神经网络来自动生成自适应的学习率

和更新方向，而不是手动调整学习率和更新方向．具

体地，α犻，狋－１，β犻，狋－１，犛犻，狋－１和犜犻，狋－１通过如下方式生成，

　　

α犻，狋－１＝ＬＳＴＭ１（犪犻，狋－１，犪犻，狋－１$，狊１，狋－１），

犛犻，狋－１＝ＬＳＴＭ２（犪犻，狋－１，犪犻，狋－１$，狊２，狋－１），

β犻，狋－１＝ＬＳＴＭ３（犻，狋－１，犻，狋－１$，狊３，狋－１），

犜犻，狋－１＝ＬＳＴＭ４（犻，狋－１，犻，狋－１$，狊４，狋－１

烅

烄

烆 ）

（１６）

其中ＬＳＴＭ１、ＬＳＴＭ２、ＬＳＴＭ３和ＬＳＴＭ４表示４个

ＬＳＴＭ模型，如图５所示．狊１，狋－１、狊２，狋－１、狊３，狋－１和狊４，狋－１
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图５　ＬＳＴＭ网络结构图

分别表示４个ＬＳＴＭ 模型在狋－１时刻的优化状

态．相比于多层感知机，ＬＳＴＭ 模型通过考虑之前

迭代步的优化状态，获得稳定的优化轨迹．几何更新

策略*

ψ２
中的可学习参数ψ２即为４个ＬＳＴＭ模型中

的可学习参数．

我们采用传统的梯度下降方式对神经网络的参

数初始化θ进行更新，θ犻，狋＝θ犻，狋－１－γθ犻，狋－１$．经过

犜步更新，获得任务特定的空间几何结构犵′犻＝犵犻，犜

和参数θ′犻＝θ犻，犜．当多混合曲率神经网络使用曲率为

零的混合曲率空间并在优化过程中使用固定的学习

率时，多混合曲率神经网络等价于欧氏空间中的神

经网络，并且本文方法也简化为著名的模型无关元

学习方法 ＭＡＭＬ
［１］．

４．３．３　训练过程

几何自适应优化算法获得任务特定的多混合曲

率神经网络#犵′犻
，θ′犻
后，本文在外层循环中对公共参数

初始化θ、公共几何初始化犵、几何自适应优化的参

数ψ＝｛ψ１，ψ２｝进行更新，

θ←θ－ηθ∑
!

犻

$

（
#犵犻，犜

，θ犻，犜
"

狇
犻
），

犵←犵－η犵∑
!

犻

$

（
#犵犻，犜

，θ犻，犜
，
"

狇
犻
），

ψ←ψ－ηψ∑
!

犻

$

（
#犵犻，犜

，θ犻，犜
，
"

狇
犻

烅

烄

烆
）

（１７）

η表示外层循环学习率，训练过程如算法１所示．

算法１．　几何自适应优化训练过程．

输入：任务分布狆（+）

输出：更新后的犵，θ，ψ

１．ＷＨＩＬＥ｛未收敛｝

２． 从分布狆（!）中采样任务!犻．

３． 构建任务!犻的支持集"

狊
犻和查询集"

狇
犻．

４． 使用"

狊
犻计算多混合曲率神经网络#犵，θ的损失$

（
#犵，θ，

"

狊
犻）和梯度犪$（#犵，θ，"

狊
犻），Φ$（#犵，θ，"

狊
犻）．

５． 根据式（１４）计算任务特定的几何初始化犵犻，０＝

犪犻，０，犻，｛ ｝０ ．

６． ＷＨＩＬＥ（狋犜）

７． 使用使用支持数据"

狊
犻计算损失$

（
#犵犻，狋

，θ犻，狋
，
"

狊
犻），

并计算梯度犵犻，狋$
（
#犵犻，狋

，θ犻，狋
，
"

狊
犻），θ犻，狋$（#犵犻，狋，θ犻，狋，"

狊
犻）．

８． 根据式（１６）计算几何优化过程中的学习率和更

新方向，并根据式（１５）通过梯度下降对犵犻，狋更新．

９． 通过梯度下降对参数θ犻，狋更新．

１０．ＥＮＤＷＨＩＬＥ

１１．使用查询集计算任务特定模型 #犵′犻
，θ′犻
的损失值

$

（
#犵′犻

，θ′犻
，
"

狇
犻
）．

１２．根据式（１７）对犵，θ和ψ进行更新．

１３．ＥＮＤＷＨＩＬＥ

４４　复杂度分析

对于多混合曲率神经网络中的卷积块，其输入

三维张量的大小为 $狀∈#

犮×犺×｛ ｝狑 狉
狀＝１，输出三维张

量的大小为 (狀∈#

犮′×犺′×｛ ｝狑′ 狉
狀＝１，卷积核的大小为犽，

则此卷积块的时间复杂度为
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,

（５犺狑犮狉＋８犺′狑′犮′狉＋２犺′狑′犮′狉＋２犺′狑′犽２犮犮′狉＋犺′狑′犮′狉），

其中，对数映射的时间复杂度为,

（５犺狑犮狉），指数映

射的时间复杂度为,

（５犺′狑′犮′狉），正交投影的时间复

杂度为,

（３犺′狑′犮′狉），卷积与ＢＮ操作的时间复杂度

为,

（２犺′狑′犽２犮犮′狉），池化与非线性激活操作的时间

复杂度为,

（２犺′狑′犮′狉），张量加权的时间复杂度为

,

（犺′狑′犮′狉）．对于多混合曲率神经网络中的全连接

层，其输入为｛狓狀∈#

犮｝狉狀＝１，输出为｛狔狀∈#

犮′｝狉狀＝１，其

时间复杂度为%

（５犮狉＋犮犮′狉＋１０犮′狉），其中对数映射

的时间复杂度为%

（５犮狉），指数映射的时间复杂度为

%

（５犮′狉），正交投影的时间复杂度为%

（３犮′狉），向量乘

法的时间复杂度为%

（犮犮′狉），非线性激活操作的时间

复杂度为%

（犮′狉），向量加权的时间复杂度为%

（犮′狉）．

对于空间复杂度，多混合曲率神经网络卷积块

中变量的空间复杂度为,

（犺狑犮狉＋６犺′狑′犮′狉），全连

接层中变量的空间复杂度为,

（犮＋４犮′）．

５　实　验

本文在小样本分类、小样本回归和图像填充任务

上评估方法性能．本文方法表示为ＧＡＭＬ（Ｇｅｏｍｅｔｒｙ

ＡｄａｐｔｉｖｅＭｅｔａＬｅａｒｎｉｎｇ）．

５１　小样本分类

５．１．１　实验设置

小样本分类实验使用两个常用数据集，分别

是ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集
［４４］和ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ数

据集［１０］．ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集包含１００个从原始

ＩｍａｇｅＮｅｔ数据集中选取的类别，每个类别包含６００

张图像．本文遵循已有小样本分类方法的数据划分

方式［１，１０］，从这１００个类别中分别选取６４、１６和２０

个类别用于训练、验证和测试．ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ数

据集包含６０８个从原始ＩｍａｇｅＮｅｔ数据集中选取的

类别，共计７７９１６５张图像，其中３５１、９７和１６０个类

别分别用于训练、验证和测试．小样本分类任务通常

表示为犾类犽样本（犽ｓｈｏｔ犾ｗａｙ），即任务包含犾个

类别，每个类别有犽个样本的分类任务．

实验使用两个骨干网络：ＣｏｎｖＮｅｔ和ＲｅｓＮｅｔ１２
［４５］．

ＣｏｎｖＮｅｔ由４层卷积层组成，通道数分别为３、６４、

６４和６４．ＲｅｓＮｅｔ１２由４个卷积块组成，通道数分别

为６４、１６０、３２０和６４０．本文分别将ＣｏｎｖＮｅｔ模型

ＲｅｓＮｅｔ１２模型扩展至混合曲率空间，保持ＣｏｎｖＮｅｔ

和ＲｅｓＮｅｔ１２模型的超参数和输出维度不变．

几何自适应优化过程共包含犜＝５个迭代步．

混合曲率空间的数量狉和常曲率空间的数量犿 是

本文方法的两个重要超参数．我们通过参数调制的

方式确定混合曲率空间的数量狉，我们根据当前任

务表示的维度确定常曲率空间的数量犿．四个卷积

块的输出维度为６４、１６０、３２０和６４０．犿 的选择标准

为，能够整除卷积块的输出维度．为此，我们设置犿

为１６、８、４和２．我们分别尝试了狉为２、３、或４时方

法的性能，并发现当设置狉＝４时，本文方法取得了

最优性能．因此，在实验中，混合曲率空间的数量被

设置为狉＝４．在这４个混合曲率空间中，常曲率空

间的数量分别为１６、８、４和２．常曲率空间的曲率被

初始化为－１．比较方法在５类１样本和５类５样本

任务上评估性能．训练阶段包括２００００个小样本分

类任务，测试阶段包括１００００小样本分类任务．性

能指标为这１００００个测试任务的平均值准确率．

本文方法分别与欧氏空间中基于模型、基于度

量和基于优化的方法，黎曼流形中基于度量和基于

优化的方法进行了比较，分别在实验表格中表示为

“欧氏模型”、“欧氏度量”、“欧氏优化”、“流形度

量”、“流形优化”，其中基于优化的方法是 ＭＡＭＬ

方法的改进，本文方法属于黎曼流形中基于优化的

方法．虽然使用预训练模型可以提升小样本分类的

性能，本实验参照小样本分类的常用准则，所有方法

均不使用在额外数据上预训练的模型．

５．１．２　与已有方法比较

ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ和ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ数据集上的

小样本分类实验结果如表１所示．我们首先与一些

著名的欧氏空间中的元学习方法比较，例如 ＡＬＦＡ

和 ＭｅＴＡＬ，本文方法取得了更优的性能．在比较

的方法中，ＡＬＦＡ方法取得了较好的性能．在 ｍｉｎｉ

ＩｍａｇｅＮｅｔ的１样本任务和５样本任务实验中，本文

方法比ＡＬＦＡ方法的准确率高大约２％．ＬＥＯ方法

使用了更深的骨干模型．ＬＥＯ使用 ＷＲＮ２８１０，本

文方法使用ＲｅｓＮｅｔ１２．实验结果显示本文方法更有

效．在 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ的１样本任务和５样本任务

实验中，本文方法分别比ＬＥＯ的准确率高２．２１％

和４．１６％．ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ数据集上的实验结果同

样显示了本文方法的优越性．这证明了实际场景中

的数据具有非欧结构，为非欧数据构建合适的黎曼

几何有助于提升模型性能．

８９２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



表１　几何自适应元学习方法在犿犻狀犻犐犿犪犵犲犖犲狋和狋犻犲狉犲犱犐犿犪犵犲犖犲狋数据集上的准确率（“欧氏”表示欧氏空间中的元学习方法，“流形”

表示黎曼流形中的元学习方法．“优化”、“模型”和“度量”分别指的是基于优化、基于模型和基于度量的元学习方法）（单位：％）

方法 方法种类 骨干模型
ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ

１样本任务 ５样本任务

ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ

１样本任务 ５样本任务

ＭＡＭＬ［１］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ４８．７０±１．７５ ６３．１１±０．９１ ４９．０６±０．５０ ６７．４８±０．４７

ＦＯＭＡＭＬ［１］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ４８．０７±１．７５ ６３．１５±０．９１ ５０．１２±１．８２ ６７．４３±１．８０

Ｌ２Ｆ［２］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５２．１０±０．５０ ６９．３８±０．４６ ５４．４０±０．５０ ７３．３４±０．４４

ＴＭＡＭＬ［３］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５１．７７±１．８６ ６５．６±０．９３ — —

ｉＭＡＭＬ［５］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ４９．３０±１．８８ ６３．４７±０．９０ ５１．５１±１．８０ ６９．９２±１．７０

ＣＡＶＩＡ［６］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５１．８２±０．６５ ６５．８５±０．５５ — —

ＭｅＴＡＬ［８］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５２．６３±０．３７ ７０．５２±０．２９ ５４．３４±０．３１ ７０．４０±０．２１

ＡＬＦＡ［９］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５２．７６±０．５２ ７１．４４±０．４５ ５５．０６±０．５０ ７３．９４±０．４３

ＰｒｏｔｏＮｅｔ［２３］ 欧氏度量 ＣｏｎｖＮｅｔ ４９．４２±０．７８ ６８．２０±０．６６ ５３．５１±０．８９ ７２．６９±０．７４

ＲｅｌａｔｉｏｎＮｅｔ［２４］ 欧氏度量 ＣｏｎｖＮｅｔ ５０．４４±０．８２ ６５．３２±０．７０ ５４．４８±０．９３ ７１．３２±０．７８

ＭＥＴＡＶＲＦ［３２］ 欧氏模型 ＣｏｎｖＮｅｔ ５４．２０±０．８０ ６７．８０±０．７０ — —

ＭｅｔａＬＳＴＭ［３４］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ４３．５６±０．８４ ６０．６０±０．７１ — —

ＭａｔｃｈｉｎｇＮｅｔ
［４４］ 欧氏度量 ＣｏｎｖＮｅｔ ４３．５６±０．８４ ５５．３１±０．７３ — —

ＭＡＭＬ＋＋［４６］ 欧氏优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５２．１５±０．２６ ６８．３２±０．４４ — —

ＨｙｐｅｒＰｒｏｔｏ
［１２］ 流形优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５４．４３±０．２０ ７２．６７±０．１５ — —

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ 流形优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５４．６６±０．５５ ７２．９０±０．５０ ５７．１３±０．４８ ７５．７０±０．４１

犌犃犕犔（犗狌狉狊） 流形优化 ＣｏｎｖＮｅｔ ５５２４±０４５ ７３３４±０５８ ５９１２±０８６ ７５９６±０６２

ＭＡＭＬ［１］ 欧氏优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５１．０３±０．５０ ６８．２６±０．４７ ５８．５８±０．４９ ７１．２４±０．４３

Ｌ２Ｆ［２］ 欧氏优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５７．４８±０．４９ ７４．６８±０．４３ ６３．９４±０．４８ ７７．６１±０．４１

ＭｅＴＡＬ［８］ 欧氏优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５９．６４±０．３８ ７６．２０±０．１９ ６３．８９±０．４３ ８０．１４±０．４０

ＡＬＦＡ［９］ 欧氏优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ６０．０５±０．４９ ７７．４２±０．４２ ６４．４３±０．４９ ８１．７７±０．３９

ＰｒｏｔｏＮｅｔ［２３］ 欧氏度量 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５６．６２±０．４５ ７４．２８±０．２０ ５３．５１±０．８９ ７２．６９±０．７４

ＲｅｌａｔｉｏｎＮｅｔ［２４］ 欧氏度量 ＲｅｓＮｅｔ１２ — — ５４．４８±０．９３ ７１．３２±０．７８

ＳＮＡＩＬ［３１］ 欧氏模型 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５５．７１±０．９９ ６８．８８±０．９２ — —

ＭｅｔａＦｕｎ［３０］ 欧氏模型 ＲｅｓＮｅｔ１２ — — ６７．２７±０．２０ ８３．２８±０．１２

ＣＡＭＬ［４７］ 欧氏优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ５９．２３±０．９９ ７２．３５±０．７１

ＤＳＮ［４８］ 欧氏度量 ＲｅｓＮｅｔ１２ — — ６６．２２±０．７５ ８２．７９±０．４８

ＭｅｔａＯｐｔＮｅｔ
［４９］ 欧氏度量 ＲｅｓＮｅｔ１２ — — ６５．９９±０．７２ ８１．５６±０．５３

ＬＥＯ［５０］ 欧氏优化 ＷＲＮ２８１０ ６１．７６±０．０８ ７７．５９±０．１２ ６６．３３±０．０５ ８１．４４±０．０９

ＨｙｐｅｒＰｒｏｔｏ
［１２］ 流形度量 ＲｅｓＮｅｔ１８ ５９．４７±０．２０ ７６．８４±０．１４ — —

ＨＫ［１６］ 流形度量 ＲｅｓＮｅｔ１８ ６１．０４±０．２１ ７７．０１±０．１５ — —

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ 流形优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ６３．１３±０．４１ ８１．０４±０．３９ ６８．４６±０．５６ ８３．８４±０．４０

犌犃犕犔（犗狌狉狊） 流形优化 ＲｅｓＮｅｔ１２ ６３９７±０４１ ８１７５±０３９ ６９０６±０５６ ８４１９±０４０

　　此外，本文方法还与ＣｕｒＡＭＬ
［２１］、ＨｙｐｅｒＰｒｏｔｏ

［１２］

和ＨＫ
［１６］这三个黎曼流形中的元学习方法进行比

较．这三个方法同样使用曲率空间建模数据，但它们

使用固定的黎曼几何，只能匹配特定的非欧结构．本

文方法的空间几何结构具备自适应于不同数据非欧

结构的能力．实验结果显示，本文方法的性能优于上

述三个方法．在ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集上，ＨｙｐｅｒＰｒｏｔｏ

和 ＨＫ方法使用拟合能力更强、模型结构更深的

ＲｅｓＮｅｔ１８骨干网络，而我们使用ＲｅｓＮｅｔ１２．相比于

二者，在１训练样本的设定下，本文方法有超过２％

的准确率提升；在５训练样本的设定下，本文方法有

超过３％的准确率提升．相比于ＣｕｒＡＭＬ方法，本

文方法在 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ和ｔｉｅｒｅｄＩｍａｇｅＮｅｔ数据

集上同样取得了性能提升，显示了自适应空间几何

结构的优势．

５２　小样本回归

５．２．１　实验设置

犽训练样本的正弦函数拟合任务定义为，给定

正弦曲线上的犽个点，训练神经网络拟合这条正弦

曲线．遵循已有方法的实验设置
［１，９］，小样本回归实

验的目标是拟合具有不同振幅、频率和相位的正弦曲

线．振幅、频率和相位分别从［０．１，５．０］、［０．８，１．２］

和［０，π］范围中随机采样．实验包括三个不同的设

定，分别提供犽＝５、犽＝１０和犽＝２０个点作为训练数

据．方法性能表示为均方误差．常曲率空间的曲率被

初始化为－１．训练阶段包括２４０个轮次，每个轮次

包括５００个小样本回归任务．测试阶段包括１０００个

任务．训练和测试阶段的优化过程均包含犜＝５个

迭代步．使用两个神经网络评估方法性能：一个每层

具有４０个神经元的两层神经网络和一个每层具有
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８０个神经元的三层神经网络．神经网络的输入是曲

线横坐标，输出是纵坐标预测值．由于所使用全连接

层的输出维度均为４０或８０，我们设置了犿 为５、８、

１０、２０，以对维度进行整除．在对狉的参数调制过程

中，我们发现保留犿＝５和犿＝１０可以取得较好的

性能，同时资源消耗较少．因此，在实验中，混合曲率

空间的数量被设置为狉＝２．在这两个混合曲率空间

中，常曲率空间的数量分别为５和１０．

本文方法分别与欧氏空间中基于优化的方法

ＭＡＭＬ、ＴＲ、ＡＬＦＡ、Ｌ２Ｆ、ＭｅＴＡＬ，以及黎曼流形

中基于优化的方法ＣｕｒＡＭＬ进行了比较．与小样本

分类实验类似，小样本回归实验中的方法均不使用

预训练模型．

５．２．２　与已有方法比较

正弦函数拟合实验的定量结果如表２所示．与先

进的元学习方法 ＭＡＭＬ
［１］、ＴＲ

［５１］、ＡＬＦＡ
［９］、Ｌ２Ｆ

［２］、

ＭｅＴＡＬ
［８］和ＣｕｒＡＭＬ

［２１］相比，本文方法更准确地拟

合了正弦函数曲线，具有更小的均方误差．即使在训

练数据缺乏的情况下，本文方法仍然具有较低的拟

合误差．比较方法Ｌ２Ｆ取得了较好的性能，与之相

比，本文方法在使用两层神经网络时，在５训练样

本、１０训练样本和２０训练样本的设定下，分别减少

了０．２８，０．２０和０．１３的均方误差．与流形空间中的

元学习方法ＣｕｒＡＭＬ相比，本文方法在多个实验设

定上均取得了更好的性能．这说明本文提出的几何

自适应策略可以更加准确地匹配数据的非欧结构．

表２　小样本回归实验的均方误差

方法
两层隐含层

５样本 １０样本 ２０样本

三层隐含层

５样本 １０样本 ２０样本

ＭＡＭＬ［１］ １．２４ ０．７５ ０．４９ ０．８４ ０．５６ ０．３３

Ｌ２Ｆ［２］ ０．７０ ０．３６ ０．１６ — — —

ＭｅＴＡＬ［８］ — — — ０．７４ ０．４４ ０．２１

ＡＬＦＡ［９］ ０．９２ ０．６２ ０．３４ ０．７０ ０．６１ ０．２５

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ ０．２８ ０．０９ ０．０４ ０．１４ ０．０６ ０．０３

ＴＲ［５１］ １．０９ ０．６６ — — — —

犌犃犕犔 ０２０ ００８ ００３ ０１２ ００５ ００２

图６中显示了本文方法和 ＭＡＭＬ方法在正弦

函数拟合实验中犽＝５和犽＝１０两个设定下的定性

结果．实验结果表明，我们方法可以在训练数据较少

的情况下，更好地拟合曲线．在图中，黑色星号是表

示正弦曲线的训练数据．在提供训练数据的区域中，

本文方法、ＭＡＭＬ、ＣｕｒＡＭＬ方法都能很好地拟合

曲线．在无训练数据的区域，即图中的黑色虚线矩形

框区域，本文方法同样可以拟合曲线，具有更小的拟

合误差．例如在５训练样本的任务中，当横轴的值位

于－４至－２之间时，我们方法相比于ＣｕｒＡＭＬ可

以更好地拟合曲线．

图６　小样本回归任务定性实验结果

５３　图像填充实验

５．３．１　实验设置

本文在更具有挑战性的图像填充实验上验证方

法性能．每张图片的填充过程被视为一个独立的任

务．每个任务提供一张像素较少的图像，目标是通过

多混合曲率神经网络预测该图像的剩余像素．图像

中给定像素是支持数据，剩余未知像素是查询数据．

图像填充实验使用ＣｅｌｅｂＡ数据集
［５２］．图像填充任

务使用由６个全连接层组成的神经网络，每层维度

为１２８．神经网络的输入是图像中某个像素的坐标，

输出是此像素的预测值．

图像填充任务包括４个不同的实验设定，以顺

序或随机的方式为每张图像提供１０或１００个像素

作为支持数据．在实验中，混合曲率空间的数量被设

置为狉＝４，常曲率空间的数量为２、４８、１６．训练阶段

包括５个轮次，每个轮次包括１００００个小样本回归任

务．测试阶段包括１０００个小样本回归任务．训练和测

试阶段的梯度下降过程均包含犜＝５个优化步数．

本文方法分别与欧氏空间中基于模型的方法

ＣＮＰ，基于优化的方法 ＭＡＭＬ和ＣＡＶＩＡ，以及黎

曼流形中基于优化的方法ＣｕｒＡＭＬ进行了比较．图

像填充实验中的方法均不使用预训练模型．

００３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



５．３．２　与已有方法比较

图像填充实验的定量结果如表３所示．观察发

现，无论是在随机像素设置还是顺序像素设置中，本

文方法比 ＭＡＭＬ方法和ＣＡＶＩＡ 方法取得了更好的

性能．同时，本文方法取得了与ＣｕｒＡＭＬ可比甚至

更优的结果．这表明设置多个混合曲率空间，可以匹

配更多实际数据．图７显示了本文方法与ＣｕｒＡＭＬ

等方法填充图像的结果比较，实验中为每张图片随

机提供１０个像素作为支持数据．可以观察到，与

ＣｕｒＡＭＬ方法相比，本章方法所填充的图像具有更

好的细节．例如，本文方法生成的图片具有更好的发

型细节信息．

表３　犆犲犾犲犫犃数据集上的图像填充任务的均方误差

方法
随机像素

１０ １００

顺序像素

１０ １００

ＭＡＭＬ［１］ ０．０４０ ０．０１７ ０．０５５ ０．０４７

ＣＡＶＩＡ［６］ ０．０３７ ００１４ ０．０５３ ０．０４７

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ ０．０３４ ００１４ ０．０５２ ０．０４５

ＣＮＰ［５２］ ０．０３９ ０．０１６ ０．０５７ ０．０４７

犌犃犕犔 ００３２ ００１４ ００５１ ００４２

注：犕犛犈越低越好．

图７　图像填充任务定性实验结果

５４　模型拟合能力实验

多混合曲率神经网络的参数数量略大于欧氏神

经网络．多混合曲率神经网络中全连接层和卷积块

的权重和偏置参数数量与欧氏神经网络相同，额外

参数来自于可学习的切空间切点，但切点所带来额

外参数数量较少．以ＲｅｓＮｅｔ１２为例，欧氏神经网络

具有８０２９６３２个参数，而多混合曲率神经网络具有

８０３６０３２个参数，额外的６４００个参数是神经网络中

的可学习切点．

为了验证方法性能的提升是否主要来自于额外

的模型参数，本文设计了 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集上

的模型拟合能力实验．在此实验中，将多混合曲率神

经网络ＲｅｓＮｅｔ１２模型第一个卷积块的输出维度由

６４调整为６２，以此移除神经网络中７０００多个可学

习参数．此时，多混合曲率神经网络的参数数量略少

于欧氏神经网络．被移除参数的神经网络表示为

“ＧＡＭＬ，ｗ／ｏ７０００”，具体实验结果如表４所示．

“ＧＡＭＬ，ｗ／ｏ７０００”的性能仅仅略低于 ＧＡＭＬ方

法，但仍高于ＡＬＦＡ等方法．这表明，减少７０００个参

数对本文方法影响较小，本文方法的性能提升不是来

自于额外的模型参数，而是来自于神经网络的几何自

适应能力．同时，本文方法减少了７０００个参数后，

“ＧＡＭＬ，ｗ／ｏ７０００”比ＣｕｒＡＭＬ方法少了约６０００个

参数．此时，本文方法性能略低了ＣｕｒＡＭＬ（１样本任

务性能减少了０．４９％，５样本任务性能减少了０．２６％）

进一步说明了减少参数量对本文方法影响较小．

表４　模型拟合能力实验 （单位：％）

方法 １样本任务 ５样本任务

ＭＡＭＬ［１］ ５１．０３±０．５０ ６８．２６±０．４７

Ｌ２Ｆ［２］ ５７．４８±０．４９ ７４．６８±０．４３

ＭｅＴＡＬ［８］ ５９．６４±０．３８ ７６．２０±０．１９

ＡＬＦＡ［９］ ６０．０６±０．４９ ７７．４２±０．４２

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ ６３．１３±０．４１ ８１．０４±０．３９

ＣＡＭＬ［４７］ ５９．２３±０．９９ ７２．３５±０．７１

ＧＡＭＬ，ｗ／ｏ７０００ ６２．６４±０．４６ ８０．７８±０．３７

犌犃犕犔（犗狌狉狊） ６３９７±０４１ ８１７５±０３９

本文通过标准监督学习实验对多混合曲率神

经网络的性能做进一步评估．此实验使用 ｍｉｎｉ

ＩｍａｇｅＮｅｔ数据集中６４个类别的训练数据以标准监

督学习方式训练神经网络，而不是以双层优化方式

训练神经网络．在测试阶段，多混合曲率神经网络移

除了ｓｏｆｔｍａｘ分类器，并提取验证集数据１６个类别

数据的特征．通过计算验证集数据间的距离，对验证

集数据进行分类．此实验使用ＲｅｓＮｅｔ１２骨干网络，

测试了将混合曲率空间的数量分别设置为狉＝１时

和狉＝４时，神经网络的性能，实验结果见表５．与欧

氏神经网络相比，使用混合曲率空间可以有效提高

监督学习的性能，使用１个混合曲率空间将分类准

确率提升了２．３３％；使用４个混合曲率空间可以进

一步提升分类准确率０．９１％．这验证了多混合曲率

神经网络的有效性．

　　　表５　多混合曲率神经网络模型性能实验 （单位：％）

模型 准确率

欧氏神经网络 ７５．２１

多混合曲率神经网络（狉＝１） ７７．５４

多混合曲率神经网络（狉＝４） ７８４５
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５５　消融实验

消融实验用于评估自适应学习率和更新方向的

有效性．具体地，本文用“固定ｌｒ”表示在优化过程中

为所有混合曲率空间使用固定的学习率；用“生成单

一ｌｒ”表示在每一步的梯度下降过程中为所有混合

曲率空间生成相同的学习率；使用“梯度”表示在梯

度下降过程中直接使用梯度作为更新方向．在ｍｉｎｉ

ＩｍａｇｅＮｅｔ数据集上的实验结果如表６所示．实验结

果显示，相比于使用固定学习率，为梯度下降过程的

每一步生成自适应学习率可以有效提升方法性能

（“固定ｌｒ”与“生成单一ｌｒ”相比），如在１样本任务

上取得了１．６１％的性能提升，在５样本任务上取得

了２．２１％的性能提升．同时，为不同混合曲率空间

生成自适应的学习率可以进一步提升性能，即与“生

成单一ｌｒ”相比，ＧＡＭＬ在两个任务上分别取得了

１．５３％与１．４３％的提升．此外，对于梯度下降优化

过程中的优化方向，与使用梯度作为优化方向（表６

中的“梯度”）相比，自适应优化方向的方法（ＧＡＭＬ）

在两个任务上分别带来了２．０８％和２．１７％的提升．

因此，通过上述实验可以说明，在梯度下降过程中

生成自适应的学习率和更新方向可以显著提升方法

性能．

表６　消融实验结果 （单位：％）

方法 １样本任务 ５样本任务

固定ｌｒ ６０．８３±０．４１ ７８．２２±０．４３

生成单一ｌｒ ６２．４４±０．４０ ８０．４３±０．３５

梯度 ６１．８９±０．４１ ７９．５８±０．４１

犌犃犕犔（犗狌狉狊） ６３９７±０４１ ８１７５±０３９

５６　可视化实验

５．６．１　优化过程

本文绘制了梯度下降过程中的损失值曲线，将

几何自适应优化与手工设计的固定优化方式进行比

较．具体地，该实验使用 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集，在

５训练样本任务上进行实验，并绘制了使用几何自

适应优化和传统梯度下降优化的损失值，如图８所

示．与手工设计的固定优化方式相比，几何自适应优

化具有更快的收敛速度和更优的最优值．

图８　几何更新策略损失函数值曲线

５．６．２　数据分布

本实验将分类器输入的特征分布可视化，并将

本文方法的特征分布与 ＭＡＭＬ方法的特征分布进

行比较．该实验从 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集中采样了

５训练样本任务，使用骨干网络提取特征，并使用多

维尺度变换（ＭｕｌｔｉＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃａｌｉｎｇ，ＭＤＳ）降维

方法［５３］将特征嵌入到二维空间．实验结果如图９所

示，可以观察到混合曲率空间具有更优的特征分布．

在右图的中心区域，欧氏空间中的特征分布杂乱无

章，而左图混合曲率空间中的特征在不同类别间具

有清晰的边界．这表明使用欧氏空间建模具有非欧

结构的数据会导致数据失真问题，而本文方法为数

据构建了几何自适应的混合曲率空间，获得了更具

有判别力的特征．

图９　混合曲率空间与欧氏空间中的特征分布

５．６．３　多混合曲率空间分析

本实验将不同混合曲率空间的曲率、权重和

特征进行可视化分析．该实验提取最后一个全连

接层各个混合曲率空间的特征表示，并计算表示
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在各个混合曲率空间中的距离，最终使用 ＭＤＳ算

法将特征降为二维．实验结果如图１０所示．该实验

为多混合曲率空间的意义提供了一种可能的解

释：不同的混合曲率空间捕获数据中不同的信息，

例如类别信息．可以观察到，在犿＝２的混合曲率

空间中，黄色类别与其他类别分离较远，可以较好

地对黄色类别进行分类；在犿＝４的混合曲率空间

中，可以较好地对蓝色类别进行分类；而在犿＝８和

犿＝１６的混合曲率空间中，可以较好地对绿色、灰色

和红色类别进行分类，说明多个混合曲率空间可以

分别捕获不同类别的信息，显示了其有效性．

图１０　不同混合曲率空间的特征分布

同时，本文还在图中提供了混合曲率空间所学

习到的曲率．可以看到，负曲率在学习到的曲率中占

比较高，说明 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集中的数据具有

较多的层级结构，这与已有研究相一致［１２，１５］．

５７　效率分析

本实验分析了多混合曲率神经网络的资源消

耗．实验在 ｍｉｎｉＩｍａｇｅＮｅｔ数据集的１样本任务设

定上进行，分别统计了 ＭＡＭＬ方法，ＣｕｒＡＭＬ方法

以及本文ＧＡＭＬ方法在训练和测试过程中的时间

消耗．训练时间测量５００个小样本任务，测试时间测

量１００个小样本任务．使用模型为ＣｏｎｖＮｅｔ．所用机

器的ＣＰＵ为Ｉｎｔｅｒ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ９１０９００Ｘ３．７ＧＨｚ

ＣＰＵ，显卡为一块ＧｅＦｏｒｃｅＧＴＸ３０９０ＧＰＵ，内存大

小为１２８ＧＢ．时间消耗如表７所示．此外，本实验还

统计了上述方法的内存消耗，如表８所示．实验发

现，我们的方法以牺牲计算开销为代价，带来了更好

的性能．这主要原因是多个混合曲率空间增加了资

源消耗．在未来工作中，我们将研究更高效的几何自

适应方案，例如通过共享多个混合曲率空间的表示

来减少资源消耗．

表７　时间消耗对比 （单位：ｓ）

方法 １样本训练 １样本测试

ＭＡＭＬ［１］ １５４ ４８

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ ５３８ １８９

ＧＡＭＬ １８３６ ７３２

表８　内存消耗对比 （单位：ＭＢ）

方法 内存消耗

ＭＡＭＬ［１］ ４２５４

ＣｕｒＡＭＬ［２１］ ６３４５

ＧＡＭＬ １１３７６

６　结　论

本文提出了几何自适应元学习方法，能够快速

适应具有非欧结构的数据．方法中所搭建的多混和

曲率神经网络可以更好地建模真实场景中复杂的数

据非欧结构，获得鲁棒的特征表示．本文方法通过学

习任务特定的几何初始化缩短了优化轨迹，几何更

新策略自适应地生成学习率和搜索方向，获得更快

的收敛速度和更小的最优值．因此，由几何初始化生

３０３２１０期 高　志等：混合曲率空间中的几何自适应元学习方法



成策略和几何更新策略组成的几何自适应优化可以

通过很少的迭代步获得与多样非欧结构相匹配的空

间几何结构．本文在小样本分类和小样本回归任务

上的实验表明，几何自适应元学习方法取得了比欧

氏空间中元学习方法更优的性能．未来工作将研究

直接在混合曲率空间中进行几何自适应，无需借助

切空间，从而减少指数映射和对数映射带来的计算

开销．
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