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收稿日期：２０２４０２２６；在线发布日期：２０２４０９１４。本课题得到新一代人工智能国家科技重大专项（２０１８ＡＡＡ０１０２０００）、国家自然科学基

金项目（６２２３６００８，Ｕ２１Ｂ２０３８，Ｕ２３Ｂ２０５１，６１９３１００８，６２１２２０７５，６２４０６３０５，６２４７６０６８，６２４７１０１３，６２２０６２６４，９２３７０１０２）、中国科学院青年促

进会优秀会员项目、中国科学院战略性先导科技专项（ＸＤＢ０６８００００）、中国科学院计算技术研究所创新课题（Ｅ００００００）、中国博士后科学

基金项目（２０２３Ｍ７４３４４１）、国家资助博士后研究人员计划（ＧＺＢ２０２３０７３２）资助。姜阳邦彦，博士，讲师，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主

要研究方向为机器学习与计算机视觉。Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｎｇｙａｎｇｂａｎｇｙａｎｕｃａｓ．ａｃ．ｃｎ。许倩倩（通信作者），博士，研究员，中国计算机学会

（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为统计机器学习及其在多媒体领域的应用。Ｅｍａｉｌ：ｘｕｑｉａｎｑｉａｎｉｃｔ．ａｃ．ｃｎ。杨智勇，博士，副教授，中国

计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为机器学习理论与方法。郝前秀，硕士，工程师，主要研究方向为机器学习与多媒体分析。操晓春，

博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为计算机视觉、多媒体分析。黄庆明（通信作者），博士，讲席教授，中国计算

机学会（ＣＣＦ）会士，主要研究领域为多媒体计算、计算机视觉、模式识别。Ｅｍａｉｌ：ｑｍｈｕａｎｇｕｃａｓ．ａｃ．ｃｎ。

类别条件噪声下的半监督犃犝犆优化理论与算法

姜阳邦彦
１）

　许倩倩
２）

　杨智勇
１）

　郝前秀
２）

　操晓春
３）

　黄庆明
１），２）

１）（中国科学院大学计算机科学与技术学院　北京　１０１４０８）

２）（中国科学院计算技术研究所智能信息处理重点实验室　北京　１００１９０）

３）（中山大学网络空间安全学院　广东 深圳　５１８１０７）

摘　要　现有半监督ＡＵＣ优化方法通常假设数据标注是准确的。然而在许多实际应用中，研究者往往会同时面

临标注量不足和不准确的问题。为此，该文首次尝试在不完整和不准确的数据标注情况下优化 ＡＵＣ指标。具体

而言，通过分析，对称替代损失在某些情况下可以在半监督问题中具有噪声鲁棒性。在此基础上，该文构建了一个

鲁棒半监督ＡＵＣ优化框架，其导出的经验风险无需估计噪声率。此外，通过紧致泛化上界的分析表明，当模型基

于足够大的训练数据集进行学习时，其在未见数据上能够很好地泛化。随后，使用Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失对该框架进

行实例化。为加快训练过程，进一步开发了一种加速算法，将损失和梯度估计的复杂度从犗（狀２）降低至犗（狀ｌｏｇ狀），

在实验中可获得高达２００倍的加速。最后，通过在１５个基准数据集上进行实验验证，证明了所提方法的有效性。

关键词　半监督学习；ＡＵＣ优化；标签噪声；二分类问题；不平衡数据学习
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ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｆｒｏｍ犗（狀２）ｔｏ犗（狀ｌｏｇ狀），ｗｈｉｃｈｌｅａｄｓｔｏｕｐｔｏ２００ｘｓｐｅｅｄｕｐｉｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅ

ｋｅｙｉｄｅａｉｓｔｈａｔｂｙｐｒｏｐｅｒｌｙｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｃａｎｂｅｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏ

ｓｅｖｅｒａｌｐａｒｔｓｗｈｅｒｅｅａｃｈｐａｒｔｃａｎｂｅｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｃｕｒｓｉｖｅｌｙｗｉｔｈｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ．Ｆｉｎａｌｌｙ，

ｗｅｃｏｎｄｕｃｔｅｘｔｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｎ１５ｂｅｎｃｈｍａｒｋｄａｔａｓｅｔｓｉｎｃｌｕｄｉｎｇａｂｌａｔｉｏｎｓｔｕｄｙ，ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｐｅａｋｔｏｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｏｕｒｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｍｅｔｈｏｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｓｅｍｉｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ；ＡＵＣｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｌａｂｅｌｎｏｉｓｅ；ｂｉｎａｒｙｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ；ｉｍｂａｌａｎｃｅｄ

ｄａｔａｌｅａｒｎｉｎｇ

１　引　言

ＲＯＣ曲线下夹面积（ＡｒｅａＵｎｄｅｒｔｈｅＲＯＣＣｕｒｖｅ，

ＡＵＣ）是分类问题中最常见的性能评估指标之一，

它衡量了正样本得分高于负样本的概率。相比基于

准确率的指标，ＡＵＣ对标签分布和误分类代价不敏

感，在长尾场景下更具优势。该特性对于存在类别

不平衡情况的数据（即某一类样本量占据主导地位）

或任务（即不同类别之间的误分类代价有所差异）尤

其有效。

由于ＡＵＣ在处理不平衡数据方面的固有优

势，学界提出了大量工作以直接优化ＡＵＣ指标，并

在理论分析［１３］和优化效率［４７］等方面取得了显著的

成功。近年来，针对仅有少量数据标注而大部分数

据未标注的不完整监督下的 ＡＵＣ优化工作，出现

了蓬勃发展的趋势［８１１］。该类半监督 ＡＵＣ优化的

需求源于一些场景下标注获取极高的难度和成本。

例如，在疾病检测中，即使对于医生来说，标注过程

的耗时也较长；在生物实验中，获取样本标注甚至可

能需要花费数天的时间。

尽管现有的半监督ＡＵＣ优化方法在不完整标

注数据学习上取得了巨大进展，但该类方法均假设

有标注数据干净、可信，而在实践中往往并非如此。

例如，标注者的不专业或者不专心将导致人工标注

数据不准确。并且在生物实验中，由于设备限制或

其他复杂原因，获得的标签也并非总是正确的。

鉴于此，本文旨在在不完整监督和噪声标签场
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景下进行ＡＵＣ优化。其主要挑战在于：（１）缺少干

净的标注子集以向无标注数据传播可靠的标签信

息；（２）缺乏足量有标注样本以学习无噪声分布下

的模式。为了应对这些挑战，本文提出了一种在数

据中存在类别条件噪声时的 ＡＵＣ得分重构方法，

以避免显式地进行标签传播和无噪声分布的估计。

通过该重构，可以避免（１）中的标签传播过程。更重

要的是，可以导出真实ＡＵＣ更简化的表达形式，消

除了噪声分布的影响。该发现说明，可以使用基于

经验分布的有偏ＡＵＣ得分来恢复无噪声分布下的

ＡＵＣ，从而解决（２）中的问题。基于此，本文提出了

一个基于对称损失和辅助 ＡＵＣ 得分的半监督

ＡＵＣ优化目标函数。

为了探究该目标函数的泛化能力，本文进一步

给出了其额外风险的上界，其中引入了一个算法依

赖的局部假设类（Ｌｏｃａｌｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓｃｌａｓｓ），它集中于

由给定随机学习算法输出的期望假设，使得上界

更为紧致。理论结果表明，当无标注样本的数量

足够大于有标注样本时，额外风险（Ｅｘｃｅｓｓｒｉｓｋ）的

上界可以达到犗（１／狀＋＋１／狀－＋１／狀＃），与早期已知

的犗（１／ 狀槡
＋ ＋１／ 狀槡

－ ＋１／ 狀槡 ＃）相比要紧得多。其

中，狀＋、狀－和狀＃分别表示正例、负例和无标注样本

的数量。通过这一更紧致的上界，经验 ＡＵＣ风险

可以以更快速率收敛到期望ＡＵＣ风险。

此外，由于经验ＡＵＣ风险需要进行逐对求和，

损失和梯度估计的复杂度是数据集规模的平方级

别，难以应用于大规模数据集。为了解决该问题，本

文进一步为所采用的对称损失开发了一个加速算法。

其关键思想在于，通过适当的重构，将目标函数分解

为几个部分，各部分均可通过动态规划进行递推计

算。所提出的加速算法成功将算法复杂度从犗（狀２）

降至犗（狀ｌｏｇ狀），其中狀为数据集规模。

总体而言，本文的主要贡献可总结为如下三个

方面：

（１）面向不完整和不准确的数据，提出了一种

早期的ＡＵＣ优化方法尝试。在理论上证明了对称

损失函数对于类别条件标签噪声的鲁棒性。在此基

础上，提出了一个基于对称损失的鲁棒半监督ＡＵＣ

优化框架，无需估计噪声比例。

（２）在传统ＡＵＣ学习理论基础之上，推导出一

种算法相关的额外风险统一上界。在一定条件下，

成功将上界的阶数从犗（１／ 狀槡
＋ ＋１／ 狀槡

－ ＋１／ 狀槡 ＃）

降至犗（１／狀＋＋１／狀－＋１／狀＃）。

（３）进一步开发了一种基于Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失

的ＡＵＣ优化加速算法，将计算复杂度从犗（狀２）降至

犗（狀ｌｏｇ狀）。

此外，在１５个真实数据集上的实验结果展现了

所提方法的优越性，模拟数据上的实验证明了所提

的加速算法能够获得显著的加速比。

２　相关工作

本节将简要回顾与标签噪声学习和半监督ＡＵＣ

优化相关的研究工作。

２１　标签噪声学习

鉴于现实场景中标签噪声的普遍存在，学界已有

大量研究关注如何从噪声标签中进行学习［１２１３］，主

要可归纳为以下四类：（１）基于样本选择的方法
［１４２２］，

旨在从噪声数据中选择具有可信标注的样本进行训

练；（２）基于损失调整的方法，通过估计标签转移矩

阵来校正损失［２３２５］，或对每个样本进行重要性加

权［２６２７］以减轻噪声样本的影响；（３）基于模型结构

的方法［２８３２］，试图通过精心设计的结构来建模标签

转移概率；（４）基于鲁棒替代损失函数的方法。由于

鲁棒损失函数无需利用干净样本训练分类器，也无

需利用大量数据标注来建模复杂噪声，因此本文主

要关注鲁棒替代损失函数。接下来对这方面的研究

进行简要介绍。最初，有研究发现在０１损失下的

风险最小化对均匀噪声（Ｕｎｉｆｏｒｍｎｏｉｓｅ）具有鲁棒

性［３３］。通过反例，该研究还证明了标准的凸损失函

数如Ｈｉｎｇｅ、对数和指数损失，对均匀噪声并不具有

鲁棒性［３４］。随后，文献［３５］提出了 Ｕｎｈｉｎｇｅｄ损失，

该损失是分类校准的、凸的，并且对对称标签噪声具

有鲁棒性。近期，文献［３６］提出了一种Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ

损失，该损失只在特定区域内满足对称条件。本文在

一定程度上受到了对称损失鲁棒性的启发。不同之

处在于，上述方法仅在有监督场景下研究了对称损

失的鲁棒性，而本研究在理论上证明了对称损失在

半监督场景下也具有鲁棒性。

２２　半监督犃犝犆优化

半监督ＡＵＣ优化旨在实现对类别不平衡和标

注不完整二分类数据的学习。尽管该场景较为常见，

但鲜少有对应的研究。最初，文献［８］假设相似的

有、无标注样本应该具有相似的标签，并以此为各无

标注样本分配伪标签。然后，在ＲａｎｋＢｏｏｓｔ框架
［３７］

中分别对有、无标注样本进行排序误差最小化。随

后，文献［３８］在基于间隔最大化理论的ＡＵＣ优化框架
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中，将无标注数据纳入了优化约束，以在优化过程中

猜测无标注数据的标签。此后，文献［９］利用生成模

型同时学习有、无标注样本的分布，并基于无标注样

本的分布进行了半监督ＡＵＣ优化。

然而，上述方法都依赖于特定的分布假设，而当

分布假设与实际情况不符时将导致标签估计不准确，

使得分类器性能较差。为了解决该问题，文献［１０］提

出了一种无偏的半监督 ＡＵＣ优化方法，不依赖于

特定的分布假设。然而，文献［１１］指出，该方法仍然

需要准确估计类别先验概率以对无标注数据重新加

权，而当有标注数据极少时，该过程较为困难。因

此，该研究在理论上证明了可以将无标注数据同时

视为正样本和负样本，无需任何分布假设或类别先

验估计即可无偏估计ＡＵＣ风险。随后的工作
［３９］将

其进一步扩展为半监督在线ＡＵＣ优化方法。

尽管取得了一定成功，上述半监督ＡＵＣ优化方

法仍假设数据标注可信，而在实践中往往并非如此。

鉴于此，本文对不完整、不准确且可能不平衡数据集

上的ＡＵＣ优化进行了初步尝试。本文的研究遵循文

献［１０１１］的框架，与选取的模型无关。此外，本文在

理论上和实验上证明，尽管文献［１１］具有无需估计

类别先验的优势，但由于同时使用了正例无标注学

习（Ｐｏｓｉｔｉｖｅｕｎｌａｂｅｌｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ）和负例无标注学习

（Ｎｅｇａｔｉｖｅｕｎｌａｂｅｌｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ），仍可能性能较差。

２３　学习理论

（１）ＡＵＣ优化。传统的学习理论基于训练样本

相互独立且同分布的假设。然而，在包括ＡＵＣ学习

在内的二分排序问题中，训练样本之间存在相互依

赖关系。为了解决该问题，学界进行了许多努力，打

破了独立同分布的假设。首次对排序问题泛化性质

的研究可以追溯到ＲａｎｋＢｏｏｓｔ
［３７］，它从一致收敛的角

度推导出了ＶＣ维的泛化误差上界。之后，文献［４０］

基于扩展的Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度推导出了一种一致收

敛上界。该文献引入了一组新的组合参数，将相互

依赖的样本集划分为一系列独立子集。在这些独立

子集中，样本满足独立同分布的假设，因此可以将传

统的技术（例如 ＭｃＤｉａｒｍｉｄ定理
［４１］）扩展到独立子

集上。然而，该方法只关注整个假设类中最坏情况的

假设，而不考虑学习算法本身。由于模型通常是经过

良好训练的，分析这样一个最坏情况下的假设意义较

小。在该工作的基础上，本研究为半监督ＡＵＣ优化

提供了一个更紧致的局部额外风险上界，其关键思想

是基于算法相关的假设子类构建和局部Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ

复杂度的技术［４２］。

（２）算法稳定性。算法稳定性（Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｓｔａ

ｂｉｌｉｔｙ）的概念至少可以追溯到文献［４３４５］，这些工

作指出，如果对算法进行微小扰动，其输出只会产生

微小影响，则该算法是稳定的。接着，一些开创性的

工作［４６４７］给出了构建基于一致稳定性（Ｕｎｉｆｏｒｍ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙ）概念的算法相关泛化误差界的通用框架。

在此基础上，学界取得了面向不同算法的算法相关

泛化性质的研究成果［４８５４］。其中，文献［５４］与本研

究密切相关，该研究发展了一种算法相关的假设子

类，并将传统的 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度扩展到算法相

关的假设子类中。然而，该工作立足于损失函数是

独立同分布项的有限和这一假设，无法直接适用于

ＡＵＣ优化问题。

３　预备知识

在传统有监督二分类问题中，假设有干净的正

样本集 !

＋和干净的负样本集!

－，分别独立同分布

抽取自条件密度分布"犘＝Ｐｒ（狓｜狔＝１）和 "犖 ＝

Ｐｒ（狓｜狔＝－１）。记犵：!
犱
!!为样本得分函数，并根

据得分的符号进行分类：狔^＝ｓｉｇｎ（犵（狓））。ＡＵＣ优

化分类器旨在通过最大化ＡＵＣ指标来训练分类器

犵。由于ＡＵＣ等价于任意正样本比负样本排序靠

前的概率［５５］，有

犃犝犆（犵）＝１－"狓
＋
～"

犘
"狓

－
～"

犖
０１（犵（狓

＋）－犵（狓
－

烐烏 烑
））

ＡＵＣ风险

（１）

其中，#［犃］为指示函数，当犃成立时等于１，否则等

于０；０１（狓）＝
１

２
－
１

２
ｓｉｇｎ（狓）是０损失函数。不难

看出，最大化ＡＵＣ相当于最小化式（１）中的第二项，

即ＡＵＣ风险。由于０１损失不可微，较难优化，因而

通常将其替换为一个可微的替代损失（·）作为优化

目标。为简单起见，记犳（狓，狓′）＝犵（狓）－犵（狓′）。则可

得到ＡＵＣ替代风险犚（犳）＝"狓
＋
～"

犘
"狓

－
～"

犖
（犳（狓

＋，

狓－））。实际上，由于真实正负类分布情况未知，所

以通过最小化经验风险犚^（犳）间接最小化期望风险：

犚^（犳）＝
１

狀＋狀－ ∑
狓
＋
∈!

＋
∑
狓
－
∈!

－

（犳（狓
＋，狓－）） （２）

其中，狀＋＝｜!
＋
｜和狀

－＝｜!
－
｜分别为正、负样本数。

４　模型设计

４１　问题定义

本文考虑了一种更具挑战性但也至关重要的场
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景，其中大量数据未标注，且已标注数据中存在不准

确的标注。假设含噪声正样本集!

～＋、含噪声负样本

集!

～－和无标注样本集!

＃抽取自以下分布：

!

～＋＝｛狓＋犻 ｝
狀＋

犻＝１～
犻．犻．犱．

π·Ｐｒ（狓｜狔＝１）＋

（１－π）·Ｐｒ（狓｜狔＝－１），

!

～－＝｛狓－犼 ｝
狀－

犼＝１～
犻．犻．犱．

π′·Ｐｒ（狓｜狔＝１）＋

（１－π′）·Ｐｒ（狓｜狔＝－１），

!

＃＝｛狓＃犽 ｝
狀＃

犽＝１～
犻．犻．犱．

θ
＋·Ｐｒ（狓｜狔＝１）＋

θ
－·Ｐｒ（狓｜狔＝－１），

其中，狀＋、狀－和狀＃分别表示正、负和无标注样本的数

量。假设数据中存在类别条件噪声［５６５７］，即１－π＝

Ｐｒ（狔＝－１｜珘狔＝１），π′＝Ｐｒ（狔＝１｜珘狔＝－１），θ
＋＝

Ｐｒ（狔＝１），θ
－＝Ｐｒ（狔＝－１）。显然，θ

＋＋θ
－＝１。通

常情况下，噪声率不会很高，因此可假设π′＜θ
＋
＜

π。其中，π′＜π保证了观测到的标签大多数都是正

确的；当π′＝π时，各类别均有一半的标签噪声，含

噪声正负样本的数据分布相同，学习难以进行；而当

π′＞π时，可以通过交换含噪声正负样本的数据分

布转化为π′＜π
［５６５７］。而为了保证数据可学习，进

一步有π′＜θ
＋
＜π。事实上，现有真实噪声数据集

的噪声率通常也不高于４０％
［５８］。

４２　风险形式

为书写便利，将!

～＋、
!

～－和!

＃的分布分别表示

为"珟犘、"珦犖和"犝。为利用无标注数据，首先引入以下

三种存在标签噪声的有偏ＡＵＣ替代风险：

珟犚＋－（犳）＝"狓＋～"珟犘
"狓－～"珦犖

（犳（狓
＋，狓－）），

珟犚＋＃（犳）＝"狓＋～"珟犘
"狓＃～"

犝
（犳（狓

＋，狓＃）），

珟犚＃－（犳）＝"狓＃～"

犝
"狓－～"珦犖

（犳（狓＃，狓
－）） （３）

　　命题１．　令为对称损失，使得（狕）＋（－狕）＝

ｃｏｎｓｔ。则有

珟犚＋＃（犳）＝（π－θ
＋）犚（犳）＋

θ
＋＋１－π
２

ｃｏｎｓｔ，

珟犚＃－（犳）＝（θ
＋－π′）犚（犳）＋

π′＋θ
－

２
ｃｏｎｓｔ，

珟犚＋－（犳）＝（π－π′）犚（犳）＋
１－π＋π′
２

ｃｏｎｓｔ （４）

　　证明详见附录Ａ。

该命题展示了对称损失可支持半监督ＡＵＣ优

化框架处理标注不完整且不准确的数据。具体而

言，通过损失函数的对称性质，可得出含噪声正／负样

本和无标注样本上的有偏ＡＵＣ替代风险珟犚＋＃／珟犚＃－

与干净正、负样本上的ＡＵＣ替代风险犚的线性关

系。由此可知，二者的优化过程等价。即使无法直接

计算干净样本上的风险，也可以通过最小化含噪声

样本上的有偏风险来间接优化干净样本上的风险。

同样地，对于含噪声正、负样本上的有偏ＡＵＣ替代

风险珟犚＋－，其与犚的线性关系也成立。这种等价关

系也消除了对噪声比例π和π′以及类别先验θ
＋和

θ
－的依赖，使得模型在无需估计上述比例的情况下

也可进行学习。

４３　优化目标

根据上述结果，可引出基于对称损失的鲁棒半

监督ＡＵＣ优化框架。直观地说，由于这三种风险

都与理想的 ＡＵＣ替代风险成线性关系，它们都可

以直接用于优化分类器／得分函数。一种自然的方

式是构建以下组合风险：

珟犚犘ａｎｄ犖（犳）α１珟犚±（犳）＋α２珟犚＋＃（犳）＋α３珟犚＃－（犳）（５）

其中，α１、α２、α３＞０是满足α１＋α２＋α３＝１的均衡参

数。受文献［５９］的启发，还可提出以下组合风险形式：

珟犚犘ｏｒ犖（犳）
珟犚
α
犘犝（犳）， α０

珟犚
－α
犝犖（犳），α＜

烅
烄

烆 ０
（６）

其中，α∈［－１，１］为均衡参数，且有

珟犚
α
犘犝（犳）（１－α）珟犚±（犳）＋α珟犚＋＃（犳），

珟犚
α
犝犖（犳）（１－α）珟犚±（犳）＋α珟犚＃－（犳） （７）

显然，珟犚α犘犝由珟犚＋－和珟犚＋＃组合得到，而珟犚
α
犝犖由珟犚＋－

和珟犚＃－ 组合得到。由第 ５．３ 节中的讨论可知，

珟犚犘ｏｒ犖得到的额外风险的阶数比珟犚犘ａｎｄ犖 更低。此

外，第７节中的实验结果也表明，珟犚犘ｏｒ犖通常表现更

好。因此，本文采用珟犚犘ｏｒ犖而非珟犚犘ａｎｄ犖。

由于实际数据分布未知，转而优化其对应的经

验风险：

#犘ｏｒ犖＝
１－｜α｜
狀＋狀－ ∑

狓
＋
∈!

＋
∑
狓
－
∈!

－

（犵（狓
＋）－犵（狓

－））＋

#

［α＞０］｜α｜
狀＋狀＃ ∑

狓
＋
∈!

＋
∑

狓
＃
∈!

＃

（犵（狓
＋）－犵（狓＃））＋

#

［α＜０］｜α｜
狀＃狀－ ∑

狓
＃
∈!

＃
∑
狓
－
∈!

－

（犵（狓＃）－犵（狓
－））＋

γΘ
２

２ （８）

其中，Θ是模型参数，γ是正则化项的均衡参数。

４４　对称替代损失

上述风险实例化的关键步骤在于寻找一个对称

的替代损失。常用的对称替代损失包括Ｓｉｇｍｏｉｄ损

失和Ｒａｍｐ损失。然而，这些损失均为非凸函数，可

能导致优化问题落入局部最小值。而另一方面，又

没有任何下界为凸函数的损失函数（如ＳＶＭ 中使用

的Ｈｉｎｇｅ损失或ＡｄａＢｏｏｓｔ中使用的指数损失）满足

对称条件。鉴于此，本文采用了近期提出的Ｂａｒｒｉｅｒ

ｈｉｎｇｅ损失
［３６］作为一种折中选择：
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ｂａｒｒｉｅｒ（狕）＝

－犫（狕＋狉）＋狉， 狕
犫·狉
１－犫

狉－狕，
犫·狉
１－犫

＜狕＜狉

犫（狕－狉）， 狕

烅

烄

烆 狉

（９）

其中，犫＞１，狉＞０。显然该损失为凸函数，且在［－狉，狉］

是对称的。此外，当犫１时，随着输入值偏离对称

范围，函数值会急剧增加。因而，该函数可通过较大

损失值产生的较大梯度迫使输入值回到对称范围，

以满足对噪声鲁棒性的要求。后文的实验将展示随

着训练的进行，得分差异终将落在对称范围内。

表１中展示了其他常见替代损失函数及其凸和对

称性质。当损失函数具有对称性质时，才能保证命题

１成立，即优化含噪声半监督ＡＵＣ风险等价于优化干

净数据上的ＡＵＣ风险，使得所提目标函数具有噪声鲁

棒性。另一方面，凸函数相较于非凸函数具有更好的优

化性质。在这些替代损失函数中，Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失

同时满足了凸性和局部对称性，且相较于同样凸且局

部对称的 Ｈｉｎｇｅ损失，在非对称范围内的函数值急

剧增加，有利于模型通过学习将损失函数的输出控

制在对称范围，保证模型鲁棒性，因而具有明显优势。

表１　替代损失及其相关性质

替代损失 犾（狕） 凸性质 对称性质

Ｓｉｇｍｏｉｄ １／（１＋ｅｘｐ（狕）） 非凸 全局对称

Ｒａｍｐ ｍａｘ（０，ｍｉｎ（１，０．５－０．５狕）） 非凸 全局对称

Ｓｑｕａｒｅｄ （１－狕）２ 凸 不对称

Ｈｉｎｇｅ ｍａｘ（０，１－狕） 凸 局部对称（对称范围［－１，１］）

Ｓａｖａｇｅ １／（１＋ｅｘｐ（２狕））２ 非凸 近似对称（狕→∞ 时接近对称）

Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ ｍａｘ（－犫（狉＋狕）＋狉，ｍａｘ（犫（狕－狉），狉－狕）） 凸
局部对称（对称范围［－狉，狉］）且非对称

范围内函数值急增加

５　理论分析

观察式（６）中提出的风险，根据α的取值，珟犚
α
犘犝（犳）

和珟犚
α
犝犖（犳）其中之一将被优化。由于对二者的分析

较为类似，因此在本节中以珟犚
α
犘犝（犳）为例进行展示，

其优化目标如下：

珟犚
α
犘犝（犳）＝（１－α）珟犚±（犳）＋α珟犚＋＃（犳）。

　　事实上，由于数据分布未知，需通过有限样本上

的经验风险珟犚
α
犘犝（犳，犛）对珟犚

α
犘犝（犳）进行估计。那么，

如何使从有限样本中学习得到的分类器犳较好地泛

化，使得额外风险（Ｅｘｃｅｓｓｒｉｓｋ）珟犚
α
犘犝（犳）－珟犚

α
犘犝（犳，犛）

尽可能小？

标准的额外风险分析方式［４１］具有如下局限性。

首先，大多数方法假设训练数据独立同分布。显然，

该假设无法直接适用于ＡＵＣ优化，因为ＡＵＣ优化

问题中训练样本是相互依赖的。其次，它们只考虑

整个假设类（Ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓｃｌａｓｓ）的最坏情况，而不考

虑采用的学习算法本身。然而，由于模型通常被假

定为经过了良好训练，这种最坏情况的假设几乎不

会作为学习算法的输出出现，由此阻碍了对额外风

险上界的进一步改进。

本文则通过考虑学习算法稳定性来为（半监督）

ＡＵＣ优化提供更紧的额外风险上界。首次证明了在

某些情况下，ＡＵＣ优化框架的额外风险可以从先前

已知的犗（１／ 狀槡
＋ ＋１／ 狀槡

－ ＋１／ 狀槡 ＃）降为犗（１／狀＋＋

１／狀－＋１／狀＃）。

证明思路如下。为了分析相互依赖的数据，借

鉴文献［６０６１］的思想，将相互依赖的变量集合分解

为一系列独立的变量子集，并引入分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ

复杂度（ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＲａｄｅｍａｃｈｅｒｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ）。为了

改进最坏情况假设框架，通过学习算法的一致参数

稳定性（Ｕｎｉｆｏｒｍａｒｇｕｍｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙ），找到一个假

设子类使得随机学习算法的期望输出以较高概率属

于其中。然后，引入该假设子类的分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ

复杂度，由于其依赖于算法，相较于传统算法无关的

分数 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度更紧。之后，借助局部

Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度技术
［４２，５４］，推导出变形额外风

险（Ｄｅｆｏｒｍｅｄｅｘｃｅｓｓｒｉｓｋ）的一致上界，并将其应用

于ＳＧＤ学习算法。

由于篇幅限制，正文仅简要介绍主要结果，请参

考附录Ｂ～Ｄ以获取详细推导。

５１　变形额外风险的一致上界

设犳犛为学习算法在数据集犛上的输出。本文仅

考虑线性假设类$

，即犳（珦犡犻）可建模为一个线性函

数狑Ｔ珦犡犻，其中狑为模型参数。因此可以表示为

犳（珦犡犻）＝〈犳，珦犡犻〉＝狑
Ｔ珦犡犻，犳∈$

。

令珟犚
α
犘犝（犳）的经验版本为珟犚

α
犘犝（犳，犛）。类似地，将

珟犚＋－（犳）和珟犚＋＃（犳）的经验版本定义为珟犚＋－（犳，犛）

和珟犚＋＃（犳，犛）。变形额外风险定义为珟犚
α
犘犝（犳）－

犪
犪－１

珟犚
α
犘犝（犳，犛），其中犪＞１为常数。由于
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ｓｕｐ
犳∈%狉

珟犚
α
犘犝（犳）－

犪
犪－１

珟犚
α
犘犝（犳，犛［ ］）　　

（１－α）ｓｕｐ
犳∈%狉

珟犚±（犳）－
犪
犪－１

珟犚±（犳，犛［ ］）＋

αｓｕｐ
犳∈%狉

珟犚＋－（犳）－
犪
犪－１

珟犚＋－（犳，犛［ ］） （１０）

可以分别计算不等式右侧两个上确界项的上界。由

于这两项的证明思路相同，下面仅展示第一个上确

界项的计算方式。有以下定理。

定理１．　非正式版主要结果。假设损失函数

犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。输入特征的范数 珦犡犻 ２不大于犅犳。

若学习算法&是一致参数稳定的，其在数据集犛上

学到的分类器记为犳犛，令犪＞１，则对任意δ＞０，以

下不等式以较高概率成立：

珟犚＋－（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚＋－（犳犛，犛）犗
β（狀）

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡（ ）），
其中，β（狀）取决于所采用算法的稳定性以及训练数

据集大小。

５２　随机梯度下降算法的一致上界

本节将上节中给出的结论应用于随机梯度下降

（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔＤｅｓｃｅｎｔ，ＳＧＤ）算法。假设对于第

狋步迭代，随机选出一个正样本犻＋、负样本犻－和无

标注样本犻＃作为样本三元组，其中正样本犻＋和负样

本犻－用于更新珟犚＋－，而正样本犻＋和无标注样本犻＃用

于更新珟犚＋＃。记犌犳，η狋为第狋步迭代的ＳＧＤ更新规则：

θ狋－η狋ｂｉｇ［（１－α）·θ狋（犳，（犣犻＋，犣犻－））＋

α·θ狋（犳，（犣犻＋，犣犻＃））］，

其中，η狋为第狋步的学习率。

则可以给出如下采用ＳＧＤ算法的鲁棒半监督

ＡＵＣ优化问题的更紧上界。其证明详见附录Ｄ。

定理２．　ＳＧＤ算法的一致上界。假设损失函

数是凸、犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续、狊平滑的，大小不超过犅，

输入特征的范数 珦犡犻 ２不大于犅犳。记犳犜为犜步ＳＧＤ

的输出，其学习率满足η狋＜２／狊。令犪＞１，则对任意

δ＞０，以下不等式以至少１－２δ的概率成立：

珟犚
α
犘犝（犳犜）－

犪
犪－１

珟犚
α
犘犝（犳犜，犛）

（６犪＋８）犅ｌｏｇ（１／δ）

３

１－α
ｍｉｎ（狀＋，狀－）

＋
α

ｍｉｎ（狀＋，狀＃（ ）
烐烏 烑

）

置信度项

＋

８犔犅犳 ２犅犳ｌｏｇ
２

槡 γ

（１－α）·β（狀）

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）
＋

α·β（狀）

ｍｉｎ（狀＋，狀＃槡（ ）
烐烏 烑

）

复杂度项

，

且有β（狀）２犔犅犳
１

狀＋
＋
１

狀－
＋
１

狀槡 ＃
。

显然，由于

１－α
ｍｉｎ（狀＋，狀－）

＋
α

ｍｉｎ（狀＋，狀＃）
＝犗

１

狀＋
＋
１

狀－
＋
１

狀（ ）＃ ，

且

（１－α）·β（狀）

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）
＋

α·β（狀）

ｍｉｎ（狀＋，狀＃槡 ）
＝犗

１

狀＋
＋
１

狀－
＋
１

狀（ ）＃ ，
可以看出置信度项和复杂度项的阶数都已经降为

犗（１／狀＋＋１／狀－＋１／狀＃）。因此，本定理给出了更紧

的泛化上界。另一方面，上述分析中的假设条件均为

现有优化理论分析中的常规假设［６２］，较容易满足：

（１）输入特征范数有界。可以通过特征归一化实现；

（２）损失函数是凸的。Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ、Ｓｑｕａｒｅｄ、Ｈｉｎｇｅ

等损失函数均满足凸性；（３）损失值有界。对于线性

模型而言，当输入有界、参数大小有界（可由权重衰减

实现）的情况下，损失函数输出通常也有界；（４）损失

函数犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。当损失输入、输出值有界时，

上述损失函数均满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续性定义（即次梯

度有上界），且Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数

犔为超参数犫；（５）损失函数狊平滑。线性分段损失

如Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ与 Ｈｉｎｇｅ在每个线性区间上均是

平滑的，整体而言几乎处处平滑（ｓｍｏｏｔｈａｌｍｏｓｔ

ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ），对理论分析过程并无影响。

５３　珟犚犘狅狉犖（犳）与珟犚犘犪狀犱犖（犳）的对比

记式（６）中珟犚犘ｏｒ犖（犳）的经验版本为珟犚犘ｏｒ犖（犳，犛）。

可以得到使用随机梯度下降算法时的变形额外风险

上界：

珟犚犘ｏｒ犖（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚犘ｏｒ犖（犳犛，犛）


（ａ）

ξ（δ）
１－α

ｍｉｎ（狀＋，狀－）
＋

α
ｍｉｎ（狀＋，狀＃（ ））＋

ζ（狀，γ）
１－α

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）
＋

α

ｍｉｎ（狀＋，狀＃槡（ ）），α＞０
或


（ｂ）

ξ（δ）
１－α

ｍｉｎ（狀＋，狀－）
＋

α
ｍｉｎ（狀－，狀＃（ ））＋

ζ（狀，γ）
１－α

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）
＋

α

ｍｉｎ（狀－，狀＃槡（ ）），α＜０
其中

ξ（δ）＝
（６犪＋８）犅ｌｏｇ（１／δ）

３
，

ζ（狀，γ）＝１６犔
２犅２犳 ２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ） １

狀＋
＋
１

狀－
＋
１

狀槡 ＃
。

类似地，对于式（５）中珟犚犘ａｎｄ犖（犳）的经验版本

珟犚犘ａｎｄ犖（犳，犛）有
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珟犚犘ａｎｄ犖（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚犘ａｎｄ犖（犳犛，犛）

ξ（δ）
α１

ｍｉｎ（狀＋，狀－）
＋

α２
ｍｉｎ（狀＋，狀＃）

＋
α３

ｍｉｎ（狀－，狀＃（ ））＋

ζ（狀，γ）
α１

ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）
＋

α２

ｍｉｎ（狀＋，狀＃槡 ）（ ＋

α３

ｍｉｎ（狀－，狀＃槡 ））。
对于珟犚犘ｏｒ犖（犳）和珟犚犘ａｎｄ犖（犳）的泛化误差而言，由于

无标注样本的数量通常远大于有标注样本，因而仅考

虑狀＃狀
＋且狀＃狀

－的情况。此外，对于犘ａｎｄ犖风

险，假设α１＋α２＋α３＝１。可以观察到：

（１）当狀＋＞狀
－时，（ａ）的阶更小；

（２）当狀－＞狀
＋时，（ｂ）的阶更小。

总而言之，额外风险的最小阶可从犘ｏｒ犖 风

险之一中得到。因而相较于朴素的犘ａｎｄ犖 风险，

犘ｏｒ犖 风险更好。

６　加速算法

本节从应用的角度出发，为Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失

函数的损失和梯度估计设计了一种加速算法。不失

一般性，考虑如下经验替代风险的一般形式：

犚^

＝
１

狀＋狀－∑
狓
＋
∈!

＋
∑
狓
－
∈!

－

（犵（狓
＋）－犵（狓

－））（１１）

　　可以看到，替代损失的成对形式导致了犗（狀
２）

的计算复杂度。因此，为了降低复杂度，希望将正、

负样本解耦。由于Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失是分段线性的，

可以用其替换，并依据线性区间将式（１１）重写为

犚^
ｂａｒｒｉｅｒ＝

１

狀＋狀－ ∑
狓
＋
∈!

＋
∑

狓
－
∈!

Ｌ（狓
＋）

狉－犫·狉－犫［犵（狓
＋）－犵（狓

－

烐烏 烑

）］

（Ａ）

＋

１

狀＋狀－ ∑
狓
＋
∈!

烐烏 烑
＋

（Ｂ）

＋

１

狀＋狀－ ∑
狓
＋
∈!

＋
∑

狓
－
∈!

Ｒ（狓
＋）

犫［犵（狓
＋）－犵（狓

－）］－犫·

烐烏 烑

狉

（Ｃ）

（１２）

其中

!

Ｌ（狓＋）＝｛狓－｜犵（狓
＋）－犵（狓

－）
犫·狉
１－犫

；狓－∈!

－｝，

!

Ｃ（狓＋）＝狓－
犫·狉
１－犫

＜犵（狓
＋）－犵（狓

－）＜狉；狓
－
∈!｛ ｝－ ，

!

Ｒ（狓＋）＝｛狓－｜犵（狓
＋）－犵（狓

－）狉；狓
－
∈!

－｝，

分别为与正样本狓＋的得分差值落入Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ

对应线性区间中的负样本集合。

６１　项（犃）的计算

式（１２）的第一项可写为

　 ∑
狓
＋
∈!

＋

σ
Ｌ（狓＋）［狉－犫·狉－犫·犵（狓

＋）］＋! Ｌ（狓＋）（１３）

其中

σ
Ｌ（狓＋）＝ ∑

狓
－
∈!

Ｌ（狓
＋）

１

狀＋狀－
，

!

Ｌ（狓＋）＝ ∑
狓
－
∈!

Ｌ（狓
＋）

犫

狀＋狀－
犵（狓

－）。

注意到若σ
Ｌ（狓＋）和ω

Ｌ（狓＋）已知，则式（１３）的

复杂度仅为犗（狀＋）。因此，需高效计算σ
Ｌ（狓＋）和

!

Ｌ（狓＋），以实现项（Ａ）的整体高效计算。

（１）样本排序。首先根据犵（·）将正、负两类样

本各自按降序排序，分别表示为狓＋↓０ ，狓
＋↓
１
，…，狓＋↓狀＋－１

和狓－↓０ ，狓
－↓
１
，…，狓－↓狀－１。换言之，则有

犵（狓
＋↓
０
）犵（狓

＋↓
１
）…犵（狓

＋↓

狀＋－１
），

犵（狓
－↓
０
）犵（狓

－↓
１
）…犵（狓

－↓
狀－－１

），

其中，排序操作的复杂度为犗（狀ｌｏｇ狀）。

（２）递推计算。为简单起见，将!

Ｌ（狓＋↓犽 ）、!
Ｃ（狓＋↓犽 ）

和!

Ｒ（狓＋↓犽 ）分别记为!

Ｌ
犽
、
!

Ｃ
犽和!

Ｒ
犽
。高效计算σ

Ｌ和

!

Ｌ的关键在于：

!

Ｌ

０!

Ｌ

１…!

Ｌ

狀＋－１
，

因此，有

!

Ｌ（狓＋↓犽＋１）＝!

Ｌ（狓＋↓犽 ）∪｛!
Ｌ（狓＋↓犽＋１）＼!

Ｌ（狓＋↓犽 ）｝。

则通过对所有排序后的正／负样本进行一次复杂度

为犗（狀）的高效动态规划，可以从!

Ｌ

０开始递推计算

出所有!

Ｌ

犽
，犽＝０，１，…，狀＋－１。计算!

Ｌ

犽的动态规划

过程见算法１。

算法１．　项（Ａ）中的索引计算。

输入：狓＋↓０ ，狓
＋↓
１
，…，狓＋↓狀＋－１，狓

－↓
０
，狓－↓１ ，…，狓

－↓
狀－－１

，犫，狉

输出：犐Ｌ

１．狆←０． ! 正样本指针

２．狇←０． ! 负样本指针

３．犐
Ｌ
０：（狀＋－１）←－１ ! !

Ｌ
狆＝｛狓

－↓
犽
｝
犐
犔
狆

犽＝０

４． ｗｈｉｌｅ狆＜狀
＋，狇＜狀

－ ｄｏ

５． ｉｆ犵（狓
＋↓
狆 ）－犵（狓

－↓
狇 ）＜

犫·狉
１－犫

ｔｈｅｎ

６． 狇←狇＋１．

７． ｅｌｓｅ

８． 犐Ｌ狆←狇－１． !犐Ｌ狆＝－１即!

Ｌ
狆＝

９． 狆←狆＋１．

１０． ｅｎｄｉｆ

１１．ｅｎｄｗｈｉｌｅ

１２．ｉｆ狆＜狀
＋ｔｈｅｎ ! 即狇＝狀

－

１３． 犐Ｌ狆：（狀＋－１）←狇－１．

１４．ｅｎｄｉｆ
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　　随后，σ
Ｌ和! Ｌ可由如下递推计算得到：

σ
Ｌ（狓

＋↓
犽＋１
）＝σ

Ｌ（狓
＋↓
犽
）＋ ∑

狓－∈!

Ｌ
犽＋１＼

!

Ｌ
犽

１

狀＋狀－
，

!

Ｌ（狓
＋↓
犽＋１
）＝! Ｌ（狓

＋↓
犽
）＋ ∑
狓－∈!

Ｌ
犽＋１＼

!

Ｌ
犽

犫

狀＋狀－
犵（狓

－↓
犽 ）（１４）

　　显然，上述递推计算的时间复杂度为犗（狀）。

（３）求和。最后，计算各正样本上的损失值并进

行求和即可完成式（１３）的计算，该步复杂度为犗（狀）。

在梯度估计时，式（１２）中项（Ａ）关于参数Θ的

梯度可写为

∑
狓
＋
∈!

＋

σ
Ｌ（狓＋）－犫Θ犵（狓

＋［ ］）＋Ξ
Ｌ（狓＋） （１５）

其中

Ξ
Ｌ（狓＋）＝ ∑

狓－∈!

Ｌ（狓
＋）

犫

狀＋狀－
Θ犵（狓

－） （１６）

　　类似地，Ξ
Ｌ（狓＋犽 ）可由如下递推计算得到：

Ξ
Ｌ（狓

＋↓
犽＋１
）＝Ξ

Ｌ（狓
＋↓
犽
）＋ ∑

狓－∈!

Ｌ
犽＋１＼

!

Ｌ
犽

犫·Θ犵（狓
－↓）

狀＋狀－
（１７）

　　项（Ａ）的详细损失和梯度计算过程见算法２。

算法２．　项（Ａ）中的损失与梯度计算。

输入：狓＋↓０ ，狓
＋↓
１
，…，狓

＋↓

狀＋－１
及狓－↓０ ，狓

－↓
１
，…，狓－↓狀－１，犫，狉，犐

Ｌ

输出：ｌｏｓｓ，ｇｒａｄ

１．狋０←０，狆←０．

２．σｂｕｆｆ←０，! ｂｕｆｆ←０，Ξｂｕｆｆ←０．

３．σ０：（狀＋－１）←０，!０：（狀＋－１）←０，Ξ０：（狀＋－１）←０

４．ｗｈｉｌｅ狆＜狀
＋ ｄｏ

５．ｉｆ犐犔狆≠狋０－１ｔｈｅｎ

６． σｂｕｆｆ←σｂｕｆｆ＋∑

犐
犔
狆

犽＝狋０

１

狀＋狀－
．

７． ! ｂｕｆｆ←! ｂｕｆｆ＋∑

犐
Ｌ
狆

犽＝狋０

犫

狀＋狀－
·犵（狓

－↓
犽 ）．

８． Ξｂｕｆｆ←Ξｂｕｆｆ＋∑

犐
Ｌ
狆

犽＝狋０

犫

狀＋狀－
·Θ犵（狓

－↓
犽 ）．

９． 狋０←犐
犔
狆＋１．

１０．ｅｎｄｉｆ

１１． σ狆←σｂｕｆｆ，!狆←! ｂｕｆｆ，Ξ狆←Ξｂｕｆｆ．

１２． 狆←狆＋１．

１３．ｅｎｄｗｈｉｌｅ

１４．犵
＋
←［犵（狓

＋↓
０
），犵（狓

＋↓
１
），…，犵（狓

＋↓
狀＋－１

）］Ｔ

１５．Θ犵
＋
←［Θ犵（狓

＋↓
０ ），Θ犵（狓

＋↓
１ ），…，Θ犵（狓

＋↓

狀＋－１
）］Ｔ

１６．ｌｏｓｓ←σ
Ｔ（狉－犫·狉－犫·犵

＋）＋１Ｔ!

１７．ｇｒａｄ←－犫·σ
Ｔ
Θ犵

＋＋１ＴΞ

６２　项（犆）的计算

同样地，由于

!

Ｒ

狀＋－１!

Ｒ

狀＋－２…!

Ｒ
０
，

!

Ｒ（狓＋↓犽 ），犽＝０，１，…，狀＋－１也可通过单次数据集遍

历来高效计算。因而，项（Ｃ）及其梯度也可以通过与上

一小节类似的递推方式来计算。但有所不同的是，需

从得分最小样本狓
＋↓

狀＋－１
到最大样本狓＋↓０ 的方向遍历。

６３　项（犅）的计算

式（１２）的第二项，即项（Ｂ），可写为

∑
狓
＋
∈!

＋

σ
Ｃ（狓＋）［狉－犵（狓

＋）］＋! Ｃ（狓＋），

其中

σ
Ｃ（狓＋）＝ ∑

狓
－
∈!

Ｃ（狓
＋）

１

狀＋狀－
，

!

Ｃ（狓＋）＝ ∑
狓
－
∈!

Ｃ（狓
＋）

犵（狓
－）

狀＋狀－
。

由于!

Ｃ
犽既非!

Ｃ
犽－１的子集，也非!

Ｃ
犽＋１的子集，项

（Ｂ）及其梯度的计算相对复杂。尽管有!

Ｃ
犽＝!

－
＼!

Ｌ
犽＼

!

Ｒ
犽
，但其无法直接转化为递推计算规则。幸而，通

过对!

Ｌ
犽和!

Ｒ
犽进一步分解，可得如下!

Ｃ
犽的递推关系：

!

Ｃ
犽＋１＝!

Ｃ
犽＼［!

Ｌ
犽＋１＼!

Ｌ
犽
］∪［!

Ｒ
犽＼!

Ｒ
犽＋１
］，

因而表明式（１２）中项（Ｂ）的递推计算规则如下：

σ
Ｃ（狓＋↓犽＋１）＝σ

Ｃ（狓＋↓犽 ）－ ∑
狓
－
∈!

Ｌ
犽＋１＼

!

Ｌ
犽

１

狀＋狀－
＋ ∑
狓
－
∈!

Ｒ
犽＼

!

Ｒ
犽＋１

１

狀＋狀－
。

!

Ｃ（狓＋↓犽 ）与Ξ
Ｃ（狓＋犽 ）的计算与σ

Ｃ（狓＋↓犽 ）类似，因而在

此省略。具体算法流程见算法３。

算法３．　项（Ｂ）中的损失与梯度计算。

输入：｛狓＋↓犽 ｝
狀＋－１
犽＝１

，｛狓－↓犽 ｝
狀－－１
犽＝１

，犫，狉，犐犔，犐犚

输出：ｌｏｓｓ，ｇｒａｄ

１．狋０←犐
犔
０＋１，狋１←犐

犚
０
，狆←０．

２．σｂｕｆｆ←∑

狋１－１

犽＝狋０

１

狀＋狀－
．

３．! ｂｕｆｆ←∑

狋
１－
１

犽＝狋０

１

狀＋狀－
犵（狓

－↓
犽 ）．

４．Ξｂｕｆｆ←∑

狋
１－
１

犽＝狋０

１

狀＋狀－
Θ犵（狓

－↓
犽 ）

５． σ０：（狀＋－１）←０，!０：（狀＋－１）←０，Ξ０：（狀＋－１）←０

６．ｗｈｉｌｅ狆＜狀
＋ ｄｏ

７． ｉｆ犐犔狆≠狋０－１ｔｈｅｎ

８． σｂｕｆｆ←σｂｕｆｆ＋∑

犐
犔
狆

犽＝狋０

１

狀＋狀－
．

９． ! ｂｕｆｆ←! ｂｕｆｆ＋∑

犐
Ｌ
狆

犽＝狋０

１

狀＋狀－
·犵（狓

－↓
犽 ）．

１０． Ξｂｕｆｆ←Ξｂｕｆｆ＋∑

犐
Ｌ
狆

犽＝狋０

１

狀＋狀－
·Θ犵（狓

－↓
犽 ）．

１１． 狋０←犐
Ｌ
狆＋１．

１２． ｅｎｄｉｆ

１３． ｉｆ犐犚狆≠狋１ｔｈｅｎ

１４． σｂｕｆｆ←σｂｕｆｆ＋∑

犐
犚
狆－１

犽＝狋１

１

狀＋狀－
．

１５． ! ｂｕｆｆ←! ｂｕｆｆ＋∑

犐
犚
狆－１

犽＝狋１

１

狀＋狀－
·犵（狓

－↓
犽 ）．
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１６． Ξｂｕｆｆ←Ξｂｕｆｆ＋∑

犐
犚
狆－１

犽＝狋１

１

狀＋狀－
·Θ犵（狓

－↓
犽 ）．

１７． 狋１←犐
犚
狆．

１８． ｅｎｄｉｆ

１９． σ狆←σｂｕｆｆ，!狆←! ｂｕｆｆ，Ξ狆←Ξｂｕｆｆ．

２０． 狆←狆＋１．

２１．ｅｎｄｗｈｉｌｅ

２２．犵
＋
←［犵（狓

＋↓
０
），犵（狓

＋↓
１
），…，犵（狓

＋↓
狀＋－１

）］Ｔ

２３．Θ犵
＋
←［Θ犵（狓

＋↓
０
），Θ犵（狓

＋↓
１
），…，Θ犵（狓

＋↓

狀＋－１
）］Ｔ

２４．ｌｏｓｓ←σ
Ｔ（狉－犵

＋）＋１Ｔ!

２５．ｇｒａｄ←－σ
Ｔ
Θ犵

＋＋１ＴΞ

显然，上述三项计算过程中的最高时间复杂度来

自预处理排序操作，为犗（狀ｌｏｇ狀）。尽管单一线性区

间中的排序、递推、求和三个步骤无法并行，但不同线

性区间（即项（Ａ）／（Ｂ）／（Ｃ））的递推（或求和）计算均

可以在一定程度上并行，以降低复杂度中的常数系

数。由此，所提出的加速算法将损失和梯度计算的

复杂度从犗（狀２）降为犗（狀ｌｏｇ狀），可极大程度提高大

规模数据集上的训练速度。在第７节的实验中也展

示出了显著的加速比。此外，值得注意的是，所提出

算法也可以轻松适配其他具有不超过３个线性区间

的分段线性可导替代损失函数，如Ｒａｍｐ损失。

７　实　验

７１　数据集

为了验证所提方法的有效性，在来自 Ｋｅｅｌ①、

ＵＣＩ②、Ｋａｇｇｌｅ的１５个常用二分类数据集上进行了

实验。这些数据集包括了类别平衡和不平衡的数

据，并涵盖了金融、医学、生物信息等不同的应用场

景。表２给出了数据集的详细统计信息。

表２　数据集统计信息

数据集 来源 样本量 θ＋／θ－ 特征维度

ａｕｓｔｒａｌｉａｎ Ｋｅｅｌ 　６９０ ０．８０１６ ９

ｂａｎａｎａ Ｋｅｅｌ ５３００ ０．８１２６ ３

ｃｒｅｄｉｔｇ ＵＣＩ １０００ ０．４２８６ ２５

ｈｅａｒｔ Ｋｅｅｌ ２７０ １．２５００ １４

ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ Ｋｅｅｌ ３５１ ０．５６００ ３４

ｍｏｎｋ２ Ｋｅｅｌ ４３２ １．１１７６ ７

ｐｈｏｎｅｍｅ Ｋｅｅｌ ５４０４ ０．４１５４ ６

ｓａｈｅａｒｔ Ｋｅｅｌ ４６２ ０．５２９８ ９

ｓｅｇｍｅｎｔ０ Ｋｅｅｌ ２３０８ ０．１６６２ ２０

ｓｐａｍｂａｓｅ Ｋｅｅｌ ４５９７ ０．６５０６ ５８

ｔｉｔａｎｉｃ Ｋｅｅｌ ２２０１ ０．４７７２ ４

ｗｄｂｃ Ｋｅｅｌ ５６９ １．６８４０ ３１

ｗｉｎｅ Ｋｅｅｌ １５９９ １．１４９２ １２

ｙｅａｓｔ１ Ｋｅｅｌ １４８４ ０．４０６６ ９

Ｓｕｒｇｉｃａｌ Ｋａｇｇｌｅ １４６３５ ２．９６６１ ２５

７２　实验细节

实验中得分函数简单采用了基本的线性分类模

型狔＝狑
Ｔ狓，其中狑∈!

犱，犱为各数据集输入特征狓

的维度。Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失函数的超参数固定为犫＝

２００和狉＝５。将正则项超参数γ的值固定为０．５，并

以０．１的间隔在［－０．９，０．９］内搜索α的值。对于所

有数据集，均采用小批量梯度下降法，其初始学习率

设置为０．２，每５轮迭代以０．９９９的比例衰减。模型

参数狑使用正态分布"

（０，１）进行初始化。所有实验

均在配Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）Ｓｉｌｖｅｒ４１１０ＣＰＵ、Ｕｂｕｎｔｕ

１６．０４．６操作系统的服务器上进行，各代码在Ｐｙｔｈｏｎ

３．７环境下使用ＮｕｍＰｙ１．１６．２实现，其中损失和梯

度计算部分使用Ｃｙｔｈｏｎ０．２９．６实现。

数据集构建方面，通过分层抽样，将正负样本以

７０∶１５∶１５的比例划分为训练、验证、测试集。同时，

移除训练集中８５％的数据标签，并通过正负标签的

翻转生成含噪声的半监督训练数据。由于控制带噪

标签生成过程的参数π，π′受θ
＋，θ

－限制，无法直接

将相同的π，π′应用于所有数据集。因此，通过ρ∈

［０，０．５）和犽∈（０，１）两个参数间接控制噪声比例。

具体而言，设置１－π＝ #

［θ
－
＞ρ］·ρ＋（１－ #

［θ
－
＞

ρ］）·犽·θ
－和π′＝ #

［θ
＋
＞ρ］·ρ＋（１－ #

［θ
＋
＞ρ］）·

犽·θ
＋，其中#

［·］为指示函数。除非特别说明，实验结

果均在犽＝０．９和ρ＝０．４２场景下得到。不同ρ值下

的结果也在后续实验结果中给出。

为提升实验可靠性，针对每个数据集独立生成

了１５组训练验证／测试集。基于这１５个验证集的

平均结果进行选择最佳超参数，并记录１５个测试集

上的平均结果。

７３　对比方法

为了验证所提出算法的有效性，采用了如下两

类方法进行对比。

（１）朴素半监督ＡＵＣ优化方法：

①ＳＳＲＢ
［８］。首先根据各无标签样本最相似的

有标签数据为其分配伪标签，然后基于ＲａｎｋＢｏｏｓｔ

模型［３８］在有、无标签数据上分别进行ＡＵＣ优化。

②ＰＮＵＡＵＣ
［１０］。自适应将所有无标签数据视

为正或负样本，并进行基于平方损失的ＡＵＣ优化。

由于该方法需要给定θ
＋的值，在实验中通过搜索以

找到其最佳数值。

③Ｓａｍｕｌｔ
［１１］。在 ＰＮＵＡＵＣ基础上进行了简

５４１１期 姜阳邦彦等：类别条件噪声下的半监督ＡＵＣ优化理论与算法

①

②

ｈｔｔｐｓ：／／ｓｃｉ２ｓ．ｕｇｒ．ｅｓ／ｋｅｅｌ／ｄａｔａｓｅｔｓ．ｐｈｐ
ｈｔｔｐ：／／ａｒｃｈｉｖｅ．ｉｃｓ．ｕｃｉ．ｅｄｕ／ｍｌ／ｄａｔａｓｅｔｓ



化，同时将无标签数据视为正样本和负样本，无需估

计θ
＋，同样采用平方替代损失。

（２）基于对称替代损失的所提方法变体：

①ｓｉｇＡＵＣ。采用Ｓｉｇｍｏｉｄ损失作为ＡＵＣ替代

损失函数，该损失函数对称但非凸。

②ｒａｍｐＡＵＣ。采用Ｒａｍｐ损失作为替代损失函

数，该损失函数同样对称但非凸。

③ｓａｖＡＵＣ。采用Ｓａｖａｇｅ损失作为替代损失函

数，该函数在狕趋近∞时接近对称。

④ｈｉｎＡＵＣ。采用 Ｈｉｎｇｅ损失作为替代损失函

数，该函数在［－１，１］内满足对称条件。

⑤Ｏｕｒｓ。本文所提方法，采用Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损

失并优化#


犘ｏｒ犖

。

７４　结果分析

所有数据集上的实验结果见表３。可以看出，所

提方法在绝大多数数据集上都表现出色，始终优于

其他对比方法。在所有对比方法中，ＳＳＲＢ方法在大

部分数据集上表现不佳。其原因在于该方法依赖有

标签样本为无标签样本分配伪标签。因此，当有标签

样本不可信时，其性能将大幅下降。而对比同样基于

风险变换的ＰＮＵＡＵＣ和Ｓａｍｕｌｔ方法，所提方法通

过对标签噪声的建模获得了显著性能提升。此外，

所提方法相较于其他变体的优势如下：

（１）与其他局部近似对称损失函数（如 Ｈｉｎｇｅ

和Ｓａｖａｇｅ）相比，Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失表现更好。其原

因在于当犫１时，该损失将对超出对称范围的得分

差值进行严厉的惩罚。因此，随着训练进行，得分差

值将逐渐落入其对称区域，使得损失／梯度评估最终

均在对称范围内进行。该特性使得Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损

失与对称损失函数的区别不大。

表３　１５个数据集上的性能对比（１５次实验的平均犃犝犆以及标准差）

犗狌狉狊 ＳＳＲＢ ＰＮＵＡＵＣ Ｓａｍｕｌｔ ｈｉｎＡＵＣ ｓａｖＡＵＣ ｓｉｇＡＵＣ　 ｒａｍｐＡＵＣ　

ａｕｓｔｒａｌｉａｎ ．６５３１（．０６１７） ．５５２９（．０６８１） ．６００２（．０８３９） ．５９００（．１０６３） ．５６７１（．１１８３） ．６０７６（．１０７７） ．６３０３（．０８２０） ．６３５２（．０８６０）

ｂａｎａｎａ ．５６８８（．０３６６） ．５３０９（．０７１１） ．５０８４（．０３５５） ．５０４６（．０３４６） ．５３４６（．０４２０） ．５１８１（．０４２５） ．５３０２（．０４０４） ．５１６５（．０４３２）

ｃｒｅｄｉｔｇ ．６０７２（．０６２３） ．５１３０（．０２１３） ．５４５７（．０９２４） ．５４７６（．０９１６） ．５７２７（．０８６７） ．５７９７（．０７７６） ．５３７９（．１０４２） ．５７６６（．０７６４）

ｈｅａｒｔ ．７１３４（．１３６６） ．５９１９（．０８４６） ．６２８８（．１８８１） ．６２９１（．１７２４） ．６２４５（．１８３２） ．６４２５（．２０１７） ．５０９０（．２３７５） ．６８１８（．１１５６）

ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ．６８１３（．１１２６） ．５４７３（．０５３３） ．６４８３（．１３２０） ．６５４２（．１２６０） ．６７６２（．１５５５） ．６７２８（．１３３３） ．７３１７（．１００９） ．６９１３（．１１８９）

ｍｏｎｋ２ ．６９６０（．１３７７） ．５２０６（．０７５５） ．６３０８（．１４３２） ．６３４５（．１４７１） ．６６８９（．１５２８） ．６１７０（．１６９９） ．６７０８（．１１８４） ．６８７９（．１１８９）

ｙｅａｓｔ１ ．７１９６（．０７７４） ．５３５４（．０７１４） ．６８４１（．１０９３） ．６７８５（．１１１５） ．６５０３（．１６１４） ．６７６６（．１２７５） ．６９７３（．０９２８） ．６３１１（．１８４２）

ｓｅｇｍｅｎｔ０ ．６８２３（．１１３４） ．５８３３（．１１８２） ．６２９９（．０７０３） ．６２２８（．０６１０） ．６１２５（．０７４８） ．６１０２（．０５５５） ．６２２２（．０６９９） ．６３８３（．０８６９）

ｗｉｎｅ ．５８７２（．０９６３） ．５２７６（．０４５９） ．５２８２（．１３００） ．５２６７（．１２０２） ．５６２４（．１１０３） ．５８２３（．１１１１） ．５６５５（．１２２０） ．５８２６（．０９６９）

ｗｄｂｃ ．９５３３（．０３０３） ．６０６６（．１２１９） ．９２２２（．０６１５） ．９３７８（．０２７０） ．８０５９（．３０４５） ．８４７６（．２７４３） ．８８８３（．２１７０） ．８８１０（．２２９８）

ｐｈｏｎｅｍｅ ．７８４４（．０１９４） ．５４２８（．０５０７） ．７５０３（．０４５４） ．７４６７（．０４８５） ．７６６２（．０３４６） ．７７１７（．０３４９） ．７７２１（．０３１９） ．７６７２（．０３６７）

ｓａｈｅａｒｔ ．６２５３（．０９１７） ．５０６４（．０４７７） ．５９８５（．０８１２） ．５９９９（．０８４０） ．５９２８（．１２０３） ．５８６７（．１１１１） ．５８０４（．１４２７） ．５６３２（．１１８２）

Ｓｕｒｇｉｃａｌ ．６０９５（．０３６５） ．５５０８（．０５５３） ．５７７１（．０５１３） ．５９０１（．０５３１） ．５９１７（．０５０２） ．５８６４（．０９０７） ．５７８２（．０５９２） ．５７８３（．０８３６）

ｓｐａｍｂａｓｅ ．６６４７（．０６９６） ．５２２０（．０３２０） ．６２２２（．０７４８） ．６３６７（．０８３４） ．６２４１（．１０９０） ．６３２５（．０９０６） ．６４０９（．１０６９） ．６３８１（．０６４２）

ｔｉｔａｎｉｃ ．７０５３（．０４２９） ．５５３２（．０５２６） ．６４００（．１４３９） ．６３９０（．１４２６） ．７１１６（．０２２５） ．６４０８（．１５１４） ．６２１１（．１６０２） ．６５０６（．１３９９）

ｗｉｎ／ｔｉｅ／ｌｏｓｅ — １４／１／０ １１／４／０ １１／４／０ ８／７／０ ６／９／０ ７／８／０ ４／１１／０

注：最优结果用粗体表示，次好结果用下划线表示（表示所提方法在相应数据集上显著优于对比方法（在９５％显著水平下进

行配对狋检验））。

为了证明这一点，可以观察加速算法所使用的

狀＋σ
Ｃ值的变化情况，其中狀＋σ

Ｃ
犻恰好是落在第犻个正

样本的对称范围内的负样本比例。即狀＋σ
Ｃ
犻越大，就

会有更多的正负样本对被推入对称范围。其变化如

图１所示。可以观察到，Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失逐渐将

得分差推入对称范围内。

（２）与对称损失函数（Ｓｉｇｍｏｉｄ和Ｒａｍｐ损失）

相比，Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失的结果也相对更好。这可能

是因为全局对称的损失函数是非凸的，可能导致局部

最优解，而Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失是凸的，存在全局最优

解。然而在所提方法的变体中，对称损失的性能大

多数时候优于Ｈｉｎｇｅ和Ｓａｖａｇｅ等近似／局部对称损

失。这也再次侧面印证了输入得分差值可能经常落

入Ｈｉｎｇｅ和Ｓａｖａｇｅ等的非对称区域，此时若损失函

图１　训练过程中狀
＋
σ
Ｃ
∈［０，１］的变化（蓝色越深，值越大。

狀＋σ
Ｃ
犽代表落在第犻个正样本的Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失对称

范围内的负样本比例。图示表明，随着训练的进行，几

乎所有得分差值都进入了对称范围）
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数无法尽快将得分差值推入对称区域，将明显降低

模型的鲁棒性。

７５　不同噪声比例下的性能

各方法在不同噪声比例下（即ρ＝０．０、０．１４、

０．２８、０．４２时）的性能见图２（ａ）和（ｂ）。可以发现，对

比方法中，ＳＳＲＢ方法在不同数据集上的性能波动

较大，且受噪声影响最大，其他方法在噪声比例大的

时候性能均有明显下降。而随着噪声增多，所提方法

逐渐展示出相较于对比方法更大的优势，其性能更

加稳定，说明了其对标签噪声的鲁棒性。

图２　不同噪声比例下的结果（随着噪声比例增大，所提方法的性能优势更加明显）

７６　犘狅狉犖 与犘犪狀犱犖 风险的对比

由于所提出的三个风险可以恢复理想的 ＡＵＣ

风险，进一步研究了其不同组合的影响，结果如图３

所示。从图中可以观察到，在大多数情况下，犘ｏｒ犖

优于其他组合。一方面，这表明无标注数据的确对

使用所提出的珟犚＋＃或珟犚

＃－风险进行优化的分类器

的学习有较大帮助。另一方面，犘ａｎｄ犖有时比仅使

用有标注数据的模型表现更差（如ｓａｈｅａｒｔ、ｍｏｎｋ２

和ｔｉｔａｎｉｃ数据集），表明将无标注数据同时视为正

样本和负样本并非总是有效。然而，所提方法始终

能够获得更好的结果。

７７　敏感度分析

犫和狉的影响：犫和狉是Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失中的

超参数，其敏感度分析结果分别见图４（ａ）和（ｂ）。

图中表明，大幅改变犫和狉的值后模型ＡＵＣ变化不

大，因此这两者对所提方法的性能影响均较小。

图３　对三种风险不同组合的研究（犘犖 代表仅优化珟犚＋－风险。犘ａｎｄ犖 和犘ｏｒ犖（Ｏｕｒｓ）分别代表优化

珟犚犘ａｎｄ犖和珟犚犘ｏｒ犖。结果显示，所提方法大部分时候优于犘ａｎｄ犖 组合）

图４　超参数犫、狉和α的敏感度分析（Ｂａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅ损失对犫１和狉并不敏感，α的影响也不大）
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α的影响：该超参数用于均衡正负样本上的经

验误差和正（或负）样本、无标注样本上的经验误差

项。显然，α是一个较为重要的超参数，因此仅在最

优结果的超参数值附近进行了小范围的敏感性分

析，结果见图４（ｃ）和（ｄ）。从中可以看出，所提方法

在一定范围内均可保持较高的性能，因而在实际应

用中无需对α的取值进行精细的搜索即可获得良好

的性能。

７８　计算复杂度分析

前文提到所提加速算法可将损失和梯度估计的

计算复杂度从犗（狀２）降为犗（狀ｌｏｇ狀）。为验证该结

论，在狀＋∶狀－ ＝１∶１的情况下，记录采用加速算法

和未采用加速算法的模型在不同样本量狀下的训练

时间，其加速比见图５。可以看出，加速比与样本大

小成正比，与理论分析一致，且在数据量较大时，加

速比可达２００倍，进一步说明了所提算法的有效性。

在真实数据集上，ＰＮＵＡＵＣ和Ｓａｍｕｌｔ未经加速，

而所提方法及其变体（Ｏｕｒｓ、ｓｉｇＡＵＣ、ｈｉｎＡＵＣ等）

均使用了加速算法，其训练时间对比也基本符合

图５中的结果。因此，所提算法可以显著加速大规

模数据集上的训练。

图５　所提加速算法的加速比

８　结　论

现有的半监督ＡＵＣ优化方法均假设有标注数

据干净、可信，难以适用于实际场景。鉴于此，本文首

次尝试解决了在不准确和不完整标注下的ＡＵＣ优

化问题。首先，理论上展示了在对称损失函数的帮

助下，由含噪声的正样本／负样本、含噪声的正样本／

无标注样本和含噪声的负样本／无标注样本所得到

的ＡＵＣ替代风险均能恢复理想 ＡＵＣ替代风险。

基于此，提出了一个鲁棒的半监督ＡＵＣ优化框架，

无需噪声比例和类别先验估计即可间接对理想

ＡＵＣ替代风险进行优化。对所提框架的泛化性能

分析表明，所提框架学习到的分类器可较好地泛化

到未见的数据。为了实际应用，进一步提出了一种加

速算法，将损失和梯度评估的复杂度从犗（狀２）降至

犗（狀ｌｏｇ狀）。１５个真实数据集上的实验结果展现了

所提方法的优越性。

另一方面，本文遵循了风险最小化相关标签噪

声学习方法的假设，采用了常见的类别条件噪声模

型，无法覆盖实际场景中的所有噪声特性。实例相

关噪声以及更为复杂的混合噪声等情况将作为未来

的拓展研究方向之一，以提高模型的普适性。
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ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｃｏｍｂｉｎｉｎｇｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ Ｍａｃｈｉｎｅ
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２０１５，４８（１）：２７６２８７

［３９］ ＸｉｅＺ，ＬｉＭ．Ｃｕｔｔｉｎｇｔｈｅｓｏｆｔｗａｒｅｂｕｉｌｄｉｎｇｅｆｆｏｒｔｓｉｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｂｙｓｅｍｉｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄｏｎｌｉｎｅＡＵＣｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ／／

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｉｎｔＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌ

Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．Ｓｔｏｃｋｈｏｌｍ，Ｓｗｅｄｅｎ，２０１８：２８７５２８８１

［４０］ ＡｇａｒｗａｌＳ，ＧｒａｅｐｅｌＴ，ＨｅｒｂｒｉｃｈＲ，ｅｔａｌ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ

ｂｏｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅａｒｅａｕｎｄｅｒｔｈｅＲＯＣｃｕｒｖｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｃｈｉｎｅ

ＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，２００５，６（４）：３９３４２５

９４１１期 姜阳邦彦等：类别条件噪声下的半监督ＡＵＣ优化理论与算法
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ｂｅｔｔｅｒ：Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔｄｅｓｃｅｎｔ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ

ｏｆｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇ．Ｎｅｗ

Ｙｏｒｋ，ＵＳＡ，２０１６：１２２５１２３４

［６３］ ＪａｎｓｏｎＳ．Ｌａｒｇｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｓｏｆｐａｒｔｌｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓ．ＲａｎｄｏｍＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ＆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２００４，

２４（３）：２３４２４８

附录犃．　命题１的证明。

　　对于珟犚＋＃（犳），有如下引理：

引理１．　令γ（狓，狓′）＝（犳（狓，狓′））＋（犳（狓′，狓））．则

珟犚＋＃（犳）可写为

珟犚＋＃＝（π－θ
＋）犚（犳）＋

（１－π）θ＋ "狓＋～"

犘
"狓－～"

犖
［γ（狓＋，狓－

烐烏 烑
）］

额外项

＋

πθ
＋

２
"狓′＋"

犘
"狓＋～"

犘
［γ（狓′＋，狓＋

烐烏 烑
）］

额外项

＋

（１－π）θ－

２
"狓′－"

犖
"狓－～"

犖
［γ（狓′－，狓－

烐烏 烑
）］

额外项

．

上述引理表明，所提出的基于含噪声正样本和无标注样

本的ＡＵＣ替代风险等价于理想的 ＡＵＣ替代风险，再加上

一些与优化过程无关的多余项。幸运的是，通过对称替代损

失函数，可以得到一个有效的解决方案。

推论１．　令为对称损失，即（狕）＋（－狕）＝ｃｏｎｓｔ．则

珟犚＋＃（犳）可简化为

珟犚＋＃（犳）＝（π－θ
＋）犚（犳）＋

θ
＋＋１－π
２

ｃｏｎｓｔ （１８）

　　证明．　将含噪声的正例和无标注数据分布代入风险

珟犚＋＃中，有

珟犚

＋＃＝πθ

＋
"狓′＋～#

犘
"狓＋～#

犘
［（犳（狓′

＋，狓＋））］＋

（１－π）θ＋ "狓－～#

犖
"狓＋～#

犘
［（犳（狓－，狓

＋））］＋

πθ
－
"狓＋～#

犘
"狓
－
～#

犖
［（犳（狓

＋，狓－））］＋
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（１－π）θ－ "狓′
－
～#

犖
"狓－～#

犖
［（犳（狓′

－，狓－））］ （１９）

设γ（狓，狓′）＝（犳（狓，狓′））＋（犳（狓′，狓）），并记

犃＝"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［（犳（狓

＋，狓′＋））］

犅＝"狓－～"

犖
"狓＋～"

犘
［（犳（狓

－，狓＋））］

犆＝"狓＋～"

犘
"狓－～"

犖
［（犳（狓

＋，狓－））］＝犚（犳）

犇＝"狓′－～"

犖
"狓－～"

犖
［（犳（狓′

－，狓－））］

γ＝"狓＋～"

犘
"狓－～"

犖
［（犳（狓

＋，狓－））＋（犳（狓
－，狓＋））］

＝犅＋犆 （２０）

首先需证明：

犃＝"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［（犳（狓

＋，狓′＋））］

＝"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘

γ（狓＋，狓＋＋）［ ］２
（２１）

为证明该式，有

"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［（犳（狓

＋，狓′＋））］

＝"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［
#狓＋＝狓′＋（０）＋#狓＋≠狓′＋（犳（狓

＋，狓′＋））］

＝０＋"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［１×（犳（狓

＋，狓′＋））］

＝"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘

（犳（狓
＋，狓′＋））＋（犳（狓′

＋，狓＋））［ ］２
（２２）

类似地，有

犇＝"狓－～"

犖
"狓′－～"

犖

γ（狓－，狓′－）［ ］２
（２３）

将式（２０）、（２１）和式（２３）代入式（１９），有

　珟犚＋＃＝πθ
＋犃＋（１－π）θ＋犅＋πθ－犆＋（１－π）θ－犇

＝πθ
＋犃＋（１－π）θ＋（γ－犆）＋πθ－犆＋（１－π）θ－犇

＝πθ
＋犃＋（１－π）θ＋γ＋（π－θ＋＋π）犆＋

　（１－π）θ－犇

＝（π－θ＋）犚（犳）＋

　（１－π）θ＋ "狓＋～#

犘
"狓－～#

犖
［γ（狓＋，狓－）］＋

　
πθ

＋

２
"狓′＋～#

犘
"狓＋～#

犘
［γ（狓′＋，狓＋）］＋

　
（１－π）θ－

２
"狓′－～#

犖
"狓－～#

犖
［γ（狓′－，狓－）］ （２４）

证毕．
类似珟犚＋＃，可以得到珟犚＃－对应的引理与推论。

引理２．　设γ（狓，狓′）＝（犳（狓，狓′））＋（犳（狓′，狓））。则

珟犚＃－（犳）可写为

　　珟犚＃－＝（θ
＋－π′）犚（犳）＋

π′θ
－
"狓＋～"

犘
"狓－～"

犖
［γ（狓＋，狓－

烐烏 烑
）］

额外项

＋

π′θ
＋

２
"狓＋～"

犘
"狓′＋"

犘
γ（狓＋，狓′＋［ ］

烐烏 烑

）

额外项

＋

（１－π′）θ－

２
"狓－～"

犖
"狓′

－
～"

犖
［γ（狓－，狓′－

烐烏 烑

）］

额外项

．

　　证明．　该引理的证明与引理１的证明相似。

　珟犚

＃－＝π′θ

＋
"狓＋～#

犘
"狓′＋～#

犘
［（犳（狓

＋，狓′＋））］＋

（１－π′）θ＋ "狓＋～#

犘
"狓
－
～#

犖
［（犳（狓

＋，狓－））］＋

π′θ
－
"狓
－
～#

犖
"狓＋～#

犘
［（犳（狓

－，狓＋））］＋

（１－π′）θ－ "狓
－
～#

犖
"狓′－～#

犖
［（犳（狓

－，狓′－））］

＝π′θ
＋犃＋（１－π′）θ＋犆＋π′θ－犅＋（１－π′）θ－犇

＝π′θ
＋犃＋（１－π′）θ＋犆＋π′θ－（γ－犆）＋（１－π′）θ－犇

＝π′θ
＋犃＋（θ＋－π′）犆＋π′θ－

γ＋（１－π′）θ－犇

＝（θ＋－π′）犚（犳）＋π′θ
－
"狓＋～"

犘
"狓－～"

犖
［γ（狓＋，狓－）］＋

π′θ
＋

２
"狓＋～"

犘
"狓′＋～"

犘
［γ（狓＋，狓′＋）］＋

（１－π′）θ－

２
"狓－～"

犖
"狓′－～"

犖
［γ（狓－，狓′－）］ （２５）

其中，犃、犅、犆、犇和γ的定义与推论１证明中的相同。 证毕．

类似地，有

推论２．　令为对称损失，即（狕）＋（－狕）＝ｃｏｎｓｔ．则

珟犚＃－（犳）可简化为

珟犚＃－（犳）＝（θ
＋－π′）犚（犳）＋

π′＋θ
－

２
ｃｏｎｓｔ （２６）

　　珟犚＋－与犚间的线性关系证明见文献［３６］，结合其与推

论１、２，可以得到命题１。

附录犅． 相互依赖数据的泛化误差上界。

本节中将引入分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度的概念，为此，需

要将成对的数据集转化为逐实例的数据集。因此，首先重新

陈述问题设置，所使用的符号表示见表４。

表４　理论分析中使用的符号表示

符号 描述

犛 原始数据集

犛犻 与犛仅在第犻个样本上不同的数据集

狀 数据集犛的样本量

犡 数据集犛的一个样本特征

犜 数据集变换

珟犛１，珟犛２ 变换后的数据集

珦犖１，珦犖２ 珦犖犻＝｜珟犛犻｜，犻＝１，２

犖 数据集珟犛的样本量

珦犡 数据集珟犛的一个样本特征

珟犢 数据集珟犛的一个样本标签

珟犣 珟犣＝（珦犡，珟犢）

'犽
珟犛的分数覆盖的第犽个子集

ω犽 顶点子集'犽的权重

｜'犽｜ '犽的样本量

χ（珟犛） 珟犛的分数染色数

& 学习算法

犳犛 算法&得到的分类器

$ 假设类

犅狉 以"

&

，犛犳犛为中心的$的子集

σ Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ随机变量

δ，γ 置信度参数

犚（，犛） 犛上使用损失函数计算得到的经验损失

" Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度

犡 ２ 随机变量犡的范数

犅犳 犡 ２的上界

犅 损失函数的上界

犔 损失函数的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数

η狋 ＳＧＤ第狋步的学习率

α＋（狀） 正样本的稳定性参数

α－（狀） 负样本的稳定性参数

α＃（狀） 无标注样本的稳定性参数

给定包含狀个样本的原始数据集犛∈!×(

，其中正、负、

无标注样本的数量分别为狀＋、狀－和狀＃。记"

狀为犛的分布。令

犻＋、犻－和犻＃分别为某一正、负、无标注样本的编号，犡犻为第犻
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个样本的特征。假设存在数据集变换犜：犛!

｛珟犛１，珟犛２｝∈!

２

×(

，从原始数据集中创建了两个新的训练数据集

珟犛１＝｛（犡犻
＋
，犡犻

－
，＋１）｜犻＋，犻－∈［狀］｝

和

珟犛２＝｛（犡犻
＋
，犡犻

＃
，＋１）｜犻＋，犻＃∈［狀］｝

令珦犡犻表示新数据集上的第犻个样本对，其中珟犛１上的形式为

（犡犻
＋
，犡犻

－
），珟犛２上的形式为（犡犻

＋
，犡犻

＃
）。记珟犢犻为珦犡犻的标签，

且珟犣犻＝（珦犡犻，珟犢犻）。并且，令 犖１＝｜珟犛１｜，犖２＝｜珟犛２｜。容易看

出，犖１＝狀
＋狀－，犖２＝狀

＋狀＃。

给定学习算法&

：｛珟犛１，珟犛２｝!$

，其目标在于从新的训练

集珟犛中学习一个泛化性好的假设犳∈$

：珦犡 !

珟犢。通过损失

函数（犳，珟犣）度量犳在样本珟犣 上的预测质量，有

珟犚
α

犘犝（犳）＝"犛
１－α
狀＋狀－ ∑珟犣∈珟犛１

（犳，珟犣）＋
α

狀＋狀＃∑珟犣∈珟犛２
（犳，珟犣［ ］） 。

　　由于珟犛１和珟犛２相互依赖，珟犚
α
犘犝（犳）并非独立变量之和。例

如，两个训练样本珦犡犻＝（犡犻
＋
，犡犻

－
）和珦犡犼＝（犡犼＋，犡犼－）可能共

享相同成分，如犻＋＝犼＋。

接下来，引入分析这种相互依赖数据所需的概念。在不

失一般性的情况下，当上下文清晰时，将珟犛表示为珟犛１或珟犛２、

犖 表示为犖１或犖２。

考虑到训练集珟犛是相互依赖的，可由此导出一个依赖图

)＝（'，犃），其中'＝｛１，２，…，犖｝是珟犛的样本索引集合，邻接

矩阵犃表示样本间的相互依赖关系。即，若样本珟犣犻和珟犣犼共

享某一成分，则顶点犻和犼相邻，反之不相邻。给定依赖图

后，有以下概念［６１］。

定义１．　分数覆盖（Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｏｖｅｒ）。图的分数覆盖

由顶点子集序列｛'１，'２，…，'犓｝以及相应的权重序列｛ω１，

ω２，…，ω犓｝组成，其中：

（１）对于每个犽，'犽都是一组非相邻独立的顶点，满足

∪
犓
犽＝１'犽＝'

。

（２）犻∈'

，∑
犓

犽＝１

ω犽#［犻∈'犽］１，其中ω犽＞０。

如果对于所有顶点，上述不等式均变成等式，则该分数覆

盖称为适当的 （ｐｒｏｐｅｒ）。适当分数覆盖的存在性由文献

［６３］保证。在本文的剩余部分，将仅考虑适当分数覆盖。

定义２． 分数染色数（Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ）。图

)的分数染色数χ（)）定义为∑
犓

犽＝１

ω犽的最小值。

由于图)与数据集珟犛相关，也可将分数染色数χ（)）表示

为χ（珟犛）。

若有适当分数覆盖｛（ω犽，'犽）｝
犓
犽＝１以及定义在顶点上的

随机变量犣犻，则有如下Ｊａｎｓｏｎ分解成立：

∑
犖

犻＝１

犣犻＝∑
犖

犻＝１
∑
犓

犽＝１

ω犽Ψ［犻∈'犽］犣犻＝∑
犓

犽＝１

ω犽∑
犻∈'

犽

犣犻 （２７）

上式表明，相互依赖变量之和可被重构为独立变量之和的加

权和。注意，由于'犽仅包含非相邻顶点，其内部求和是在独

立变量之间进行的，标准分析可以适用。因此，据此可将许

多传统的独立数据集上的分析工具扩展到相互依赖的数据

集上（更多细节参见文献［６０］）。该分解将贯穿于后文的理

论分析中。此外，记｜'犽｜为'犽的样本数量，根据该分解，有

∑
犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜＝犖。

接下来，引入分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度，它将标准的Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ

复杂度扩展到相互依赖的数据集上。

定义３． 分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度。令｛（ω犽，'犽）｝
犓
犽＝１为数

据集珟犛的适当分数覆盖。分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度定义如下：

"

珟犛
狀（$）＝∑

犓

犽＝１

ω犽
犖

"犛～"

狀
"σ ｓｕｐ

犳∈$

∑
犻∈'犽

σ犻犳（珦犡犻［ ］） （２８）

其中，σ∈｛－１，＋１｝犖为满足$

（σ犻＝－１）＝$

（σ犻＝１）＝１／２的

独立Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ变量。

因此，经验分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度的定义如下：

"

珟犛
狀（犉，犛）＝∑

犓

犽＝１

ω犽
犖

"σ ｓｕｐ
犳∈$

∑
犻∈'

犽

σ犻犳（珦犡犻［ ］） （２９）

关于χ（珟犛）的具体值，根据文献［６０］，有

（珟犛１）＝ｍａｘ（狀
＋，狀－） （３０）

类似地，

｜χ（珟犛２）＝ｍａｘ（狀
＋，狀＃） （３１）

基于上述概念，根据之前的研究［１０］，可以得到珟犚
α
犘犝（犳）

的上界由其经验误差加上复杂度与置信度项组成。

定理３． 假设损失函数的上界为犅。则对任意δ＞

０，以下不等式对任意犳∈$以至少１－δ的概率成立：

犚
α

犘犝
（犳）－犚

α

犘犝
（犳，犛）

（１－α）!
珚犛１
狀
（$）＋α!

珚犛２
狀
（$

烐烏 烑
）

复杂度项

＋

（１－α）犅
χ（珟犛１）ｌｏｇ２／δ

２犖槡 １

＋α犅
χ（珟犛２）ｌｏｇ２／δ

２犖槡
烐烏 烑

２

置信度项

（３２）

　　注意到复杂度项和置信度项的阶均为

犗（（１－α）／ ｍｉｎ（狀＋，狀－槡 ）＋α／ ｍｉｎ（狀＋，狀＃槡 ）），

接下来需要进一步使得这两项更紧。

附录犆．　构建局部假设类。

　　在定理３中，对于任意犳∈$均存在一致上界。因此，$

中的最坏情况假设限制了对于更紧上界的计算。为解决该

问题，需要找到一个局部假设类%狉，使得“期望假设”以较高

概率居于其中。此处的期望假设是由随机学习算法&输出

的假设（即模型）的期望，记为"

&犳犛。其随机性可能来自模型

参数的初始化，或诸如ＳＧＤ等算法的小批次采样操作。为

了找到包含期望假设的局部假设类%狉，需要利用学习算法的

一致参数稳定性［５４］。接下来详细阐述相应的概念。

通常情况下，学习算法的稳定性反映了训练数据微小变

化对学习算法输出的影响。设犳犛为学习算法在数据集犛 上

的输出。本文仅考虑线性假设类$

，即犳（珦犡犻）可建模为一个

线性函数狑Ｔ珦犡犻，其中狑为模型参数。因而可以将其表示为

犳（珦犡犻）＝〈犳，珦犡犻〉＝狑
Ｔ珦犡犻，犳∈$

。

在半监督ＡＵＣ优化问题中，一致参数稳定性定义如下。

定义４． 一致参数稳定性（ＵｎｉｆｏｒｍＡｒｇｕｍｅｎｔＳｔａｂｉｌｉｔｙ）。
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记犛犻＝｛犣１，犣２，…，犣犻－１，犣′犻，犣犻＋１，…，犣狀｝为与犛仅在第犻个

样本处不同的数据集。若存在α＋（狀）、α－（狀）和α＃（狀）使得任

意犛～"

狀、犳∈$

、正样本犻＋、负样本犻－和无标注样本犻＃均满

足以下不等式，则学习算法&是一致参数稳定的：

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＋‖］α＋（狀），

"

&

［‖犳犛－犳犛犻－‖］α－（狀），

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＃‖］α＃（狀） （３３）

其中，α＋（狀），α－（狀），α＃（狀）＞０，且

‖犳犛－犳犛犻‖＝ ｓｕｐ
珦犡∈%

～：‖珦犡‖２１

｜〈犳犛，珦犡〉－〈犳犛犻，珦犡〉｜ （３４）

一致参数稳定性表明，训练数据上较小变化仅会导致所

学习到的分类器犳犛的微小变化。实际上，这样的算法将输

出一个集中在其期望值"

&

，犛犳犛附近的期望假设"

&犳犛，如以下

引理所示。

引理３． 额外假设特征空间中的任意特征珦犡均满

足‖珦犡‖２犅犳。若学习算法&一致参数稳定，且上界为α＋（狀）、

α－（狀）和α＃（狀），则对任意置信度参数γ＞０，有

$

（‖"&犳犛－"

&

，犛犳犛‖β（狀） ２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ））１－γ （３５）

其中β（狀）＝ 狀＋α
２
＋（狀）＋狀

－
α
２
－（狀）＋狀＃α

２
＃（狀槡 ）。

证明． 引入鞅差序列犇狋＝ "

（
"

&犳犛｜犣１，犣２，…，犣狋）－

"

（
"

&犳犛｜犣１，犣２，…，犣狋－１），可以得到以下关系：

"

&犳犛－"

&

，犛犳犛＝∑
狀

狋＝１

犇狋，

则有

∑
狀

狋＝１

‖犇狋‖
２

∞

＝∑
狀

狋＝１

‖"

（
"

&犳犛｜犣１，犣２，…，犣狋）－"

（
"

&犳犛｜犣１，犣２，…，犣狋－１）‖
２

∞

＝∑
狀

狋＝１

‖"

（
"

&犳犛－"

&犳犛狋｜犣１，犣２，…，犣狋）‖
２

∞

∑
狀

狋＝１

（
"

（‖"

&犳犛－"

&犳犛狋‖∞｜犣１，犣２，…，犣狋））
２

∑
狀

狋＝１

（
"

（
"

&‖犳犛－犳犛狋‖∞｜犣１，犣２，…，犣狋））
２

犅犳（狀
＋
α
２
＋（狀）＋狀

－
α
２
－（狀）＋狀＃α

２
＃（狀）） （３６）

令狀＋α
２
＋（狀）＋狀

－
α
２
－（狀）＋狀＃α

２
＃（狀）＝β

２（狀），可得

β（狀） 狀＋α
２
＋（狀）＋狀

－
α
２
－（狀）＋狀＃α

２
＃（狀槡 ） （３７）

因此，根据文献［５４］的命题１，有

$

（‖"

&犳犛－"

&

，犛犳犛‖β（狀） ２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ））１－γ。

证毕．

引理３表明"

&犳犛以高概率集中在其期望值"

&

，犛犳犛附近。

基于此，可构建如下依赖于算法的局部假设类。

定义５． 算法假设（ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓ）。使用置

信度参数γ＞０，记狉（狀；γ）＝β（狀） ２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ）。对于一致

参数稳定的学习算法，其算法假设定义为

%狉＝｛犳∈$ ‖犳－"

&

，犛犳犛‖狉（狀；γ）｝ （３８）

值得注意的是，根据引理３，"
&犳犛∈%狉至少以１－γ的

概率成立。$

、
%狉、最坏情况假设和期望假设"

&犳犛间的关系

如图６所示。基于此，只需关注%狉而非整个假设类$

。
%狉的

分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度定义如下。

图６　假设类$与集中假设类（Ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓｃｌａｓｓ）

%狉的关系以及最坏情况假设与期望假设的区别

定义６． 算法假设的分数 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度。令

｛（ω犽，'犽）｝
犓
犽＝１为数据集珟犛的适当分数覆盖。假设学习算法是一

致参数稳定的，其算法假设记为 %狉。则%狉的分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ

复杂度定义为

"

珟犛
狀（%狉）＝∑

犓

犽＝１

ω犽
犖

"犛"σ ｓｕｐ
犳∈%狉
∑
犻∈'犽

σ犻犳（珦犡犻［ ］） （３９）

最后，给出"

珟犛
狀（%狉）的一个上界，作为后续结果的基础。

定理４． 令｛（ω犽，'犽）｝
犓
犽＝１为数据集珟犛的适当分数覆盖。

假设模型为线性，其特征空间为满足‖珦犡犻‖２犅犳的希尔伯特

空间，其中犅犳＞０为常数，且学习算法是一致参数稳定的。

记%狉为算法假设，则其分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度满足

"

珟犛
狀（%狉）犅犳β（狀）２犅犳χ（珟犛１）ｌｏｇ（２／γ槡 ） （４０）

证明．　根据定义犡和式（２７）中的Ｊａｎｓｏｎ分解，有

"

珟犛
狀（%狉）＝∑

犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜

犖
"犛"σ

ｓｕｐ
犳∈%狉

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

σ犻〈犳，珦犡犻［ ］〉 （４１）

定义

"

珟犛
狀（%狉，'犽）"犛"σ ｓｕｐ

犳∈%狉

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

σ犻〈犳，珦犡犻［ ］〉，
有

"

珟犛
狀（%狉）＝∑

犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜

犖
"

珟犛
狀（%狉，'犽）。

然后，为了求"

珟犛
狀（%狉）的上界，仅需计算"

珟犛
狀（%狉，'犽）。类似于文

献［５４］中定理１的证明，有

　　　"

珟犛
狀（%狉，'犽）

＝"ｓｕｐ
犳∈%狉

１

｜'犽｜∑犻∈'

犽

σ犻犳（珦犡犻）

＝"ｓｕｐ
犳∈&狉

１

｜'犽｜∑犻∈'

犽

（σ犻〈犳，珦犡犻〉－σ犻〈"(

，犛犳犛，珦犡犻〉＋

　σ犻〈"(

，犛犳犛，珦犡犻〉）

"ｓｕｐ
犳∈&狉

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

σ犻（〈犳，珦犡犻〉－〈"(

，犛犳犛，珦犡犻〉）

＝"ｓｕｐ
犳∈&狉

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

σ犻〈犳－"

(

，犛犳犛，珦犡犻〉

"ｓｕｐ
犳∈&狉

１

｜'犽｜
犳－"

(

，犛犳犛 · ∑
犻∈'犽

σ犻珦犡犻
２


狉（狀；γ）

｜'犽｜
" ∑
犻∈'犽

σ犻珦犡犻
２
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
（ｃ）狉（狀；γ）

｜'犽｜ ∑犻∈'犽

‖珦犡犻‖（ ）２２
１／２

犅犳β（狀）２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ） １

｜'犽
（ ）

｜

１／２

（４２）

其中，由于希尔伯特空间是带有２范数的巴拿赫空间，式（４２）

中不等号（ｃ）成立（详见文献［５４］）。将式（４２）代回式（４１），可得

"

珟犛
狀（%狉）犅犳β（狀）２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ）∑

犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜

犖
１

｜'犽
（ ）

｜

１／２


（ｄ）

犅犳β（狀）２犅犳ｌｏｇ（２／γ槡 ） ∑
犓

犽＝１

ω犽烄

烆

烌

烎犖

１／２

＝犅犳β（狀）
２犅犳χ（珟犛１）ｌｏｇ（２／γ）

槡 犖

其中，根据Ｊｅｎｓｅｎ不等式，上式中的不等号（ｄ）成立。 证毕．

附录犇． 变形额外风险的一致上界（定理１的证明）。

　　结合算法假设的分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度以及变形额外

风险，可以获得更紧的一致上界。

根据正文第５．１节，式（１０）右侧两个上确界项的上界证

明思路相同，在此仅给出第一个上确界项的计算方式。定理１

的正式版本如下。

定理１．　正式版。假设损失函数犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。输

入特征的范数‖珦犡犻‖２不大于犅犳。若学习算法&是一致参数稳

定的，令犪＞１，则对任意δ＞０，以下不等式以至少１－２δ的

概率成立：

珟犚＋－（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚＋－（犳犛，犛）
（６犪＋８）χ（珟犛１）犅ｌｏｇ（１／δ）

３犖１
＋

８犔犅犳β（狀）
２犅犳χ（珟犛１）ｌｏｇ（２／δ）

犖槡 １

。

证明．　通过式（２７）的分解，有

珟犚＋－（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚＋－（犳犛，犛）

＝"犛
１

犖１∑
犓

犽＝１

ω犽∑
犻∈'犽

（犳犛，珟犣犻［ ］）－ 犪
犪－１

１

犖１∑
犓

犽＝１

ω犽∑
犻∈'犽

（犳犛，珟犣犻）

＝∑
犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜

犖１
"犛
１

｜'犽｜∑犻∈'犽

（犳犛，珟犣犻）－
犪
犪－１

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

（犳犛，珟犣犻（ ））。

类似文献［５４］，以下不等式至少以１－２δ的概率成立：

ｓｕｐ
犳∈%狉

"犛
１

｜'犽｜∑犻∈'犽

（犳，珟犣犻）－
犪
犪－１

１

｜'犽｜∑犻∈'犽

（犳，珟犣犻（ ））


（６犪＋８）犅ｌｏｇ（１／δ）

３｜'犽｜
＋８"

珟犛
狀（%狉，'犽）。

因而，有

珟犚＋－（犳犛）－
犪
犪－１

珟犚＋－（犳犛，犛）

∑
犓

犽＝１

ω犽｜'犽｜
犖１

（６犪＋８）犅ｌｏｇ（１／δ）

３｜'犽｜
＋８"

珚犛
狀（&狉，'犽（ ））

＝
（６犪＋８）χ（珟犛１）犅ｌｏｇ（１／δ）

３犖１
＋８"

珟犛
狀（&狉） （４３）

假设损失函数 犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。根据 Ｔａｌａｇｒａｎｄ压缩引

理［４１］，算法假设%狉的分数Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度为

"

珟犛
狀（%狉）犔·"

珟犛
狀（%狉）犔犅犳β（狀）

２犅犳χ（珟犛１）ｌｏｇ（２／γ）

犖槡 １

。

　　最后，将"

珟犛
狀（%狉）代回式（４３）即可证明该定理。

证毕．

附录犈． 随机梯度方法上的应用（定理２的证明）。

　　本节将上节中给出的结论应用于随机梯度下降（ＳＧＤ）

算法。首先证明ＳＧＤ是一致参数稳定的，并同时给出β（狀）

的具体上界。然后可以得到ＳＧＤ算法的变形额外风险上界。

为便于分析，采用常用的狊平滑假设。

定义７．狊平滑（狊ｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓ）。若可微损失函数（犳，·）

对所有犳∈$均满足以下条件，则称其为狊平滑的：

‖犳（犳，·）－犳′（犳′，·）‖狊‖犳－犳′‖ （４４）

接下来给出ＳＧＤ算法的α＋（狀）、α－（狀）和α＃（狀）上界。

引理４．　假设损失函数（犳，·）是狊平滑的、凸的且

犔Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的。若ＳＧＤ算法运行了犜步，其学习率满

足η狋２／狊，则ＳＧＤ满足一致参数稳定性，且有

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＋‖］α＋（狀）
２犔犅犳
狀＋ ∑

犜

狋＝１

η狋，

"

&

［‖犳犛－犳犛犻－‖］α－（狀）
２犔犅犳
狀－ ∑

犜

狋＝１

η狋，

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＃‖］α＃（狀）
２犔犅犳
狀＃ ∑

犜

狋＝１

η狋。

证明．　记犌１，…，犌犜和犌′１，…，犌′犜分别为在数据集犛和

犛
犻
＋上运行犜步ＳＧＤ所产生的梯度更新，θ犜和θ′犜分别为对

应输出模型的参数。根据犳（·；珟犣）的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，有

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＋‖］ "

& δ［ ］犜 （４５）

其中δ犜＝‖θ犜－θ′犜‖２。注意到在第狋步，犛和犛
犻
＋ 所选样本有

狀－狀＃

狀＋狀－狀＃
＝
１

狀＋

的概率不同，而通过ＳＧＤ选择相同样本的概率为１－１／狀＋。

依照文献［６２］的证明思路，可以得出对第狋步有以下结论

成立：

"

&

［δ狋＋１］
１

狀＋
（
"

&

［δ狋］＋２η狋犔犅犳）＋ １－
１

狀（ ）＋ "

&

［δ狋］（４６）

递归求和所有犜步，有

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＋‖］ "

&

［δ犜］
２犔犅犳
狀＋ ∑

犜

狋＝１

η狋 （４７）

类似地，对犛和犛犻－，有

"

&

［‖犳犛－犳犛犻‖］
２犔犅犳
狀－ ∑

犜

狋＝１

η狋 （４８）

对犛和犛
犻
＃，有

"

&

［‖犳犛－犳犛犻＃‖］
２犔犅犳
狀＃ ∑

犜

狋＝１

η狋 （４９）

证毕．

根据α＋（狀）、α－（狀）和α＃（狀）的上界以及式（３７）中β（狀）的

定义，可以得到β（狀）的上界如下：

β（狀）２犔犅犳
１

狀＋
＋
１

狀－
＋
１

狀槡 ＃
。

结合上式和定理１，可以得到定理２。
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犑犐犃犖犌 犢犪狀犵犅犪狀犵犢犪狀，Ｐｈ．Ｄ．，

ｌｅｃｔｕｒｅｒ．Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ

ｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ．

犡犝犙犻犪狀犙犻犪狀，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
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ｍｕｌｔｉｍｅｄｉａ．

犢犃犖犌犣犺犻犢狅狀犵，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈ

ｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃａｓｐｅｃｔｓｏｆｍａｃｈｉｎｅ

ｌｅａｒｎｉｎｇ．

犎犃犗犙犻犪狀犡犻狌，Ｍ．Ｓ．，ｅｎｇｉｎｅｅｒ．Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｍｕｌｔｉｍｅｄｉａａｎａｌｙｓｉｓ．

犆犃犗犡犻犪狅犆犺狌狀，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎａｎｄＡＩｓｅｃｕｒｉｔｙ．

犎犝犃犖犌犙犻狀犵犕犻狀犵，Ｐｈ．Ｄ．，ｃｈａｉｒｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈ
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ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　ＴｈｅＡｒｅａＵｎｄｅｒＲＯＣＣｕｒｖｅ（ＡＵＣ）ｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔ
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ｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｗｅｍｕｓｔｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｆａｃｅｉｎｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
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ｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｇｉｖｅｎｔｒａｉｎｉｎｇｄａｔａｓｅｔｃｏｕｌｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｗｅｌｌｔｏ

ｆｕｒｔｈｅｒｕｎｓｅｅｎｄａｔａ．Ｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｉｎｓｔａｎｔｉａｔｉｏｎ

ｏｆｏｕｒｆｒａｍｅｗｏｒｋｗｉｔｈｔｈｅＢａｒｒｉｅｒｈｉｎｇｅｌｏｓｓ．Ｔｏｓｐｅｅｄｕｐ

ｔｈｅｔｒａｉｎｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ，ａｎａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏ

ｒｅｄｕｃｅｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｌｏｓｓａｎｄｇｒａｄｉｅｎｔｅｖａｌｕａｔｉｏｎｆｒｏｍ

犗（狀２）ｔｏ犗（狀ｌｏｇ狀），ｗｈｉｃｈｌｅａｄｓｔｏｕｐｔｏ２００ｘｓｐｅｅｄｕｐｉｎｔｈｅ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＫｅｙ

Ｒ＆ＤＰｒｏｇｒａｍｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．２０１８ＡＡＡ０１０２０００，

ｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ：

Ｎｏｓ．６２２３６００８，Ｕ２１Ｂ２０３８，Ｕ２３Ｂ２０５１，６１９３１００８，６２１２２０７５，

６２４０６３０５，６２４７６０６８，６２４７１０１３，６２２０６２６４，ａｎｄ９２３７０１０２，

ｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＹｏｕｔｈＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＰｒｏｍｏｔｉｏｎＡｓｓｏｃｉａｔｉｏｎＣＡＳ，

ｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＳｔｒａｔｅｇｉｃＰｒｉｏｒｉｔｙＲｅｓｅａｒｃｈＰｒｏｇｒａｍｏｆｔｈｅ

ＣｈｉｎｅｓｅＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＧｒａｎｔＮｏ．ＸＤＢ０６８００００，ｉｎ

ｐａｒｔｂｙｔｈｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＦｕｎｄｉｎｇｏｆＩＣＴ，ＣＡＳｕｎｄｅｒＧｒａｎｔ

Ｎｏ．Ｅ００００００，ｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＣｈｉｎａＰｏｓｔｄｏｃｔｏｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ（ＣＰＳＦ）ｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．２０２３Ｍ７４３４４１，ａｎｄｉｎ
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ＧｒａｎｔＮｏ．ＧＺＢ２０２３０７３２．

５５１１期 姜阳邦彦等：类别条件噪声下的半监督ＡＵＣ优化理论与算法


