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基于动量的非凸随机梯度下降的高概率界限
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摘 要 基于动量的随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent with Momentum, SGDM）在机器学习中得到了

广泛应用，但其理论性质尚缺乏深入理解。在非凸领域，现有文献对SGDM的分析主要集中在期望意义上，而高概

率的分析相对较少。高概率结果的重要性在于它适用于样本空间中的最坏情况。针对这一问题，本文为SGDM提

供了高概率的收敛界限和泛化界限，推导出的收敛界限与现有的期望结果相匹配，并且据我们所知，推导出的泛化

界限是SGDM的首次提出。此外，同时考虑收敛和泛化有助于理解SGDM在实际应用中的优良性能，本文的理论

结果解释了两个新近提出的SGDM算法的优越性。最后，本文通过数值实验验证了理论分析所用假设的合理性，
并且验证了所用假设如何影响泛化界限的变化速率。
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Abstract Stochastic gradient descent with momentum (SGDM) has been widely used in machine 
learning, but its theoretical properties are poorly understood.  In non-convex domains, the 
existing literature mainly focuses on the analysis of SGDM in expectation, while the analysis in 
high probability is relatively scarce.  The importance of high-probability results is that they hold 
for the worst-case scenario in the sample space.  To address this problem, this paper provides 
high-probability convergence and generalization bounds for SGDM.  The derived convergence 
bounds match the existing in-expectation results, and to our best knowledge, the derived 
generalization bounds are the first to be proposed for SGDM.  In addition, considering both 
convergence and generalization helps to understand the excellent empirical performance of SGDM 
in practice, and our theoretical results explain the superiority of two recently proposed SGDM 
algorithms.  Finally, this paper validates the reasonableness of the assumptions used in the 
theoretical analysis through numerical experiments and examines how these assumptions influence 
the variation rate of the generalization bounds.
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1 引 言

随机优化在现代机器学习和数据驱动的优化

中起着至关重要的作用，因为许多机器学习问题可

以转化为随机优化问题［1］。在过去几十年中，随机

优化算法取得了显著进展，其中SGDM算法因其简

单性及每次更新的低计算复杂度而在自然语言理

解、计算机视觉和语音识别等众多学习任务中取得

了巨大成功［2-3］。SGDM 通常在每次迭代更新时向

随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent， SGD）
方法中添加一个动量项，即当前迭代点与上一次迭

代点之间的差异。这种设计的直观想法是，如果从

上一次迭代到当前迭代的方向是合理的，SGDM会

利用动量参数带来的惯性效应。SGDM 的优越经

验性能吸引了众多研究者对其理论性质进行深入

探讨。
SGDM 的理论性质可以从收敛界限和泛化界

限两个角度进行研究。前者关注学习算法如何根据

训练样本优化模型，而后者则关注从训练样本学习

到的模型在测试样本上的表现［4-5］。从收敛界限的

角度来看，现有文献对于SGDM在非凸领域的收敛

性研究大多是期望分析［6］。然而，期望的界限仅能

提供一种平均性能的见解，并不能充分捕捉到随机

优化算法在单次或少数几次运行中的表现，这与随

机优化算法的概率特性密切相关。此外，期望的界

限也不能排除极端不良结果的存在［7］。在诸如神经

网络等实际应用场景中，由于训练过程通常需要数

小时乃至数天，算法往往仅运行一次，因此在单次运

行的算法理论研究中，高概率界限相比期望界限更

具吸引力［7］。据我们所知，目前只有两项研究探讨

了 SGDM 的高概率收敛界限［6，8］。从泛化界限的角

度来看，关于SGDM的泛化研究相对稀缺。在非凸

领域中尚未建立相应的高概率界限。因此，为了理

解SGDM在实际应用中展现出的优秀性能，高概率

界限的分析显得尤为迫切。
基于此，本文考虑在非凸设置下建立SGDM的

高概率收敛界限和泛化界限。本文研究两种新近提

出的 SGDM 算法，一个使用隐式梯度传输更新

（Implicit Gradient Transport）［9］，另一个使用海森校

正动量（Hessian-Corrected Momentum）［10］。这两种

SGDM算法通过结合二阶光滑性（smoothness）能实

现比基本的 SGDM 算法［11］更好的收敛性能，突破

O (1/T 1 4 )的限制，因为对于具有光滑损失的一阶随

机优化算法而言，O (1/T 1 4 )的收敛界限已经被证实

为最优的［12］，其中T是迭代次数。
本文的贡献可以总结如下：对于带有隐式梯度

传输更新的 SGDM，我们提供了 O͂ (1/T 2 7 )阶数的

收敛界限，并且给出了 O͂ (d 1 4/n1 4 ) 阶数的泛化界

限，这个泛化界限与 SGD 算法的相同［13］，其中 d是

模型维度，n是训练样本个数。对于使用海森校正

动 量 的 SGDM，我 们 进 一 步 将 收 敛 界 限 从

O͂ (1/T 2 7 )改善到 O͂ (1/T 1 3 )，并给出了相同阶数的

泛化界限。值得注意的是，本文的证明思路同样适

用于基本的 SGDM 算法［11］。相比于基本的 SGDM
算法，本文的理论结果分析揭示了这两种SGDM算

法在保持泛化性能的同时，能够实现更快的收敛速

率。同时，本文的分析揭示了这两种算法具有更优

的迭代复杂度。数值实验证实了我们的理论发现。

2 相关研究

本节回顾 SGDM 的收敛分析和泛化分析的相

关工作。
2. 1　SGDM的收敛分析

动量方法历史悠久，最早由 Polyak 引入［11］，其

通过将前一次更新的加权版本与当前的梯度更新相

结合。动量方法的初衷是为了加速在凸优化中梯度

下降的收敛速度。随后的研究［14］讨论了动量方法在

非凸优化中的重要性。由于该方法在实践中取得的

显著成功，许多研究者致力于对其收敛性进行分析，
不过这些研究主要集中于期望的收敛界限上［6］。尽

管 SGDM 在非凸领域收敛性的文献多集中在期望

分析上，但这些工作为SGDM提供了非常有趣的理

论见解。比如，近年来已有许多工作开始研究动量

如何减少梯度估计的方差来提高收敛的稳定

性［15-16］。还有一些研究提出了统一的分析框架，在

分析 SGDM 收敛界限的同时，考虑了方差的影

响［17］、算法在不同步长［18］和加速条件下［19］的表现。
近期还有研究进一步探讨了收敛界限，分析了动量

在不同加速算法（如 AdaGrad、Adam 等）下的收敛

性能，通过严谨的理论框架系统性地研究了SGDM
的收敛界限［20］。然而，关于SGDM在非凸领域的高

概率收敛分析，目前仅有两项相关研究［6，8］。具体而

言，文献［6］在次高斯梯度噪声（轻尾条件）下研究了

Polyak动量，文献［8］研究了动量和梯度截断。这两

项研究均提供了 O͂ (1/T 1 4 )阶的收敛界限。文献［6］
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中讨论到，尚不清楚这一收敛速率是否可以改善并

扩展到超出次高斯梯度噪声的更一般设置。本文考

虑重尾的随机梯度噪声设置（扩展次高斯梯度噪声

至次威布尔噪声），并通过研究新近提出的 SGDM
算法给出了高概率的快速收敛速率。
2. 2　SGDM的泛化分析

与收敛分析相比，动量方法的泛化界限研究相对

较少［21］。文献［22-23］的分析仅限于平方损失函数，
且难以扩展到一般损失函数。针对此，文献［24］通过

算法稳定性工具研究了一般的凸损失函数。多年来，
算法稳定性已经成为学习算法泛化分析的标准工

具［25］。然而，文献［24］的分析显示，存在某些凸损失

函数使得SGDM的泛化界限在运行多个周期后变得

无界。同样，文献［26］为 Nesterov 加速梯度算法

（NAG）建立了紧的算法稳定性界限。该研究同样表

明，在一般的凸光滑设置中，NAG的算法稳定性随着

迭代次数的增加呈指数增长。具体来说，NAG的算

法稳定性下界为 Ω ( exp(T )/n )，这表明在经过

O ( logn ) 步之后此算法稳定性界限变成无意义的

Ω (1 )，即随迭代次数的增加以指数速度崩溃。综上所

述，文献［24，26］都表明，SGDM很容易表现出算法的

不稳定性。因此，关于SGDM在一般损失函数下的

泛化界限仍然缺失。本文旨在研究这一问题，并在非

凸设置下以高概率的形式给出SGDM的泛化界限。

3 主要结果

本节先介绍相关的问题设置，包含一些必要的

数学符号以及假设，然后介绍本文的理论成果，包括

隐式梯度传输的 SGDM 以及海森校正动量的

SGDM，最后总结和比较相关的结果。
3. 1　问题设置

设X是Rd中的一个参数空间，P是定义在样本

空间Z上的概率分布。定义函数 f：X×Z↦R+，本

文考虑以下随机优化

min
x∈X

F ( x )：=Ez∼P [ f ( x；z ) ]，

其中，F通常称为总体风险，f可能是非凸的，Ez∼P表

示关于从 P中抽取的随机变量 z的期望。在实践

中，P通常是不可知的，我们得到的是从P中以独立

同分布方式采样的数据集 S={ z1，z2，…，zn }。因

此，实践中通常优化以下经验风险：

min
x∈X

FS ( x )：= 1
n∑i= 1

n  f ( x；zi )

SGDM 被广泛采用优化经验风险FS ( x )［14］，其

伪代码见算法1。
算法1.  SGDM
输入：步 长 { ηt }t，数 据 集 S={ z1，z2，…，zn } 和 动 量

参数γ

初始化：x1 = 0，m0 = 0
1.      FOR t= 1，2，…，T DO
2.      从集合 { j：j∈[ n ] }中以均匀分布采样 jt
3.      更新m t= γm t- 1 +(1 - γ ) ∇f ( x t；zjt )
4.      更新x t+ 1 = x t- ηtm t

5.      END FOR
在算法 1 的步骤 3 中，SGDM 将动量项m t- 1 与

SGD的梯度估计∇f ( x t；zjt )以动量参数 γ加权后相

加。结合步骤4中的更新，SGDM的更新可以理解为

x t+ 1 = x t - ηt(1 - γ)∇f (x t；zjt)+ ηtγ
ηt- 1

(x t - x t- 1)

（1）
3. 2　符号和假设

为了研究SGDM的理论性质，需要引入一些必

要的符号和假设。令 B= supz ∈Z ∇f ( 0；z ) ，其中

∇f (⋅；z )表示 f关于第一个参数的梯度，而 ⋅ 表示

欧几里得范数。对于任意R> 0，定义B ( x0，R )：=
{ x∈Rd： x- x0 ≤R }，它表示以 x0 ∈Rd 为中心，
半径为R的球体。如果存在常数 c、c'> 0使得 ca≤
b≤ c'a，我们记 a≍ b。本文还将使用标准的数量级

符号，如O (⋅)、O͂ (⋅)和Ω (⋅)。
假设 1.  可微函数 f是一个（可能的）非凸函

数，且对于任意 z∈Z，x↦ f ( x；z )是L-光滑的。
一个可微函数g：X↦R被称为L-光滑的当且仅

当对于每对x1，x2，有以下不等式成立

 ∇g ( x1 )- ∇g ( x2 ) ≤L x1 - x2 ，
其中 ∇ 是梯度算子。光滑性假设在学习理论中是

标准的［27］。令 ⋅，⋅ 为内积，光滑性有两个等价的有

用性质［28］：
g (x1)- g (x2)≤ x1 - x2，∇g ( )x2 +

                         12 L x1 - x2
2，

( 2L )-1 ∇g ( x ) 2 ≤ g ( x )- inf
x

g ( x )。

此外，我们引入二阶光滑性假设。
假设2.  FS是ρ-二阶光滑的。
二阶光滑性是个与光滑性类似的条件。一个可

微函数 g：X↦R被称为 ρ-二阶光滑的当且仅当对于
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每对x1，x2和y，有以下不等式成立

 ( ∇ 2g ( x1 )- ∇ 2g ( x2 ) ) y 2 ≤ ρ x1 - x2  y
光滑性意味着梯度是Lipschitz连续的，而二阶光滑性

则意味着海森是Lipschitz连续的，请参阅著作［29］。
接下来对随机梯度的噪声做出假设。
假设 3.  假设存在某个正数K和 θ≥ 1/2，梯

度噪声∇f ( x t；zjt )- ∇FS ( x t )满足

E jt

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

exp ( ∇f ( )x t；zjt - ∇FS( )x t
K )

1
θ ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

≤ 2 （2）

文献［6］对随机梯度噪声做出了如下假设：

E jt

é

ë

ê

ê
êêê
ê
exp ( ∇f ( xt；zjt )- ∇FS ( xt )

2

K 2 ) ù
û

ú

úú
ú
ú

ú
≤ 2 （3）

这意味着噪声分布的尾部由高斯分布的尾部主导。
相比之下，假设 3中的公式（2）将次高斯噪声推广到

了更为广泛的分布类别，包括次指数分布（即 θ= 1）
和重尾分布（即 θ> 1）。更高的尾部参数 θ对应于

更重的尾部［30-31］。实际上，式（2）中的分布被称为次

威布尔（sub-Weibull）分布［30］：若对于某个正数K和

θ，随机变量 X满足 E
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
exp ( )( )|X|

K

1
θ
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
≤ 2，则称 X为

具 有 尾 部 参 数 θ 的 次 威 布 尔 随 机 变 量，记 作

X∼ subW (θ，K )。因此，本文中的学习界限适用于

广泛的重尾分布，并且得出的理论界限能够展示从

次高斯/次指数（即轻尾）变量转向重尾变量的过程

中，重尾梯度噪声对收敛和泛化速率的影响。此外，
近年来的很多工作表明，随机优化算法的噪声往往

比次高斯噪声更重［32-33］。例如，有实证研究表明，在

全连接神经网络［34］、卷积神经网络［33］以及递归神经

网络［35-36］中，梯度噪声通常表现出重尾行为。此外，
诸如 Bert 等大语言模型同样表现出重尾行为［35］。
因此，为了更具现实性地分析，研究在重尾条件下随

机优化算法的理论性质是必要的。
我们还将需要假设二阶的梯度噪声满足次威布

尔分布。
假设 4.  假设存在某个正数K'和 θ≥ 1/2，对

于任意向量y∈Rd，二阶的梯度噪声满足

E jt

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

exp ( ∇ 2 f ( )x t；zjt y- ∇ 2FS( )x t y
 y K' )

1
θ ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

≤ 2

我们将在第4. 2节验证假设4的合理性。
3. 3　具有隐式梯度传输的SGDM

首先给出算法的伪代码。
算法2.  具有隐式梯度传输的SGDM
输入：步 长 { ηt }t，数 据 集 S={ z1，z2，…，zn } 和 动 量

参数γ

初始化：x1 = 0，x0 = 0，，m0 = 0
1.      FOR t= 1，2，…，T DO
2.      从集合 { j：j∈[ n ] }中以均匀分布采样 jt

3.      更新w t= x t+
γ

1 - γ
( x t- x t- 1 )

4.      更新m t= γm t- 1 +(1 - γ ) ∇f (w t；zjt )

5.      更新x t+ 1 = x t- ηt
m t

 m t

6.      END FOR
算法 2 将隐式梯度传输结合到 SGDM 中。具

体而言，步骤 4 在移动点 w t = x t +
γ

1 - γ
( x t -

x t- 1 )处估计随机梯度 ∇f (w t；zjt )，融合了梯度更新

过去的信息。w t的这种更新方法被称为隐式梯度

传输，由文献［37］引入。相比于使用标准动量更新

的估计，在隐式梯度传输和二阶光滑性假设下，m t

是对 ∇FS ( x t )的一个偏置更小的估计［9］。步骤 5 中

的
m t

 m t

是动量的归一化，有助于简化理论证明。若

忽略归一化操作，算法2中的更新可以理解为

x t+ 1 = x t +
ηtγ
ηt- 1

(x t - x t- 1)- ηt(1 - γ)∇f (x t +
    γ

1 - γ (x t - x t- 1)；zjt) （4）

与（1）相比，（4）在估计梯度时引入了过去的信息

x t - x t- 1。接下来，我们将为算法 2 提供高概率的

收敛界限和泛化界限。
定理 1.  设x t是由算法 2生成的迭代序列。令

步长为 ηt = η= a
T 5 7 且 1 - γ= b

T 4 7，其中 a，b为任

意正数且满足 1 - γ≤ 1。假设条件 1、2 和 3 成立。
那么对于任意的 δ∈( 0，1 )，以 1 - δ的概率，有以下

不等式成立

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 2 7 log(θ+ 1

2 ) (T/δ )).
算法 1 的收敛界限是 O͂ (1/T 1 4 )阶［6］。相比之

下，定理 1 中的收敛界限是更快的 O͂ (1/T 2 7)阶数。
此外，定理 1中的界限与文献［9］中的期望收敛界限
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1
T∑

t= 1

T

 E ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 2 7 )

相匹配，仅相差一个对数项，详见文献［9］中的定理

3。该对数项是由于高概率分析带来的。
目前已有多项研究为随机梯度算法提供了高概

率的收敛界限保证。我们将定理 1与相关的文献作

比较。其中，文献［38］同样研究非凸设置下的高概

率收敛界限，并考虑了次威布尔梯度噪声，但其研究

的是SGD算法，其定理 15显示，当假设 1和 3成立，
有界梯度假设 ∇f ( x t；z ) ≤G成立，有如下的高概

率收敛界限
1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t )

=O
æ

è

ç

ç
çç
ç

ç log
1
2 (T ) logθ 1

δ
+ logmin { 0，θ- 1 } ( T

δ
) log

1
2

1
δ

T 1 4

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷

与此结果相比，定理 1 不需要有界梯度假设。尽管

有界梯度假设是随机优化理论分析中的常用假设，
也称为 f的 Lipschitz连续性假设，但在优化领域里，
通常认为这一假设过于严格。因此，收敛性分析通

常致力于去除该假设［6］。文献［13］同样研究了次威

布尔梯度噪声下非凸SGD的高概率收敛界限，其定

理 3. 1 将有界梯度假设改进为一个弱化的条件

ηt ∇FS ( x t ) ≤G， t∈N，此假设更弱的原因是 ηt通

常随迭代次数的增加而趋向于 0。在额外的曲率条

件下，文献［6］进一步提供了更快速的收敛界限。同

时，文献［6］还探讨了泛化界限，我们将在后续进行

讨论。与文献［13，38］相比，定理 1研究的是更为复

杂的动量算法。此外，定理 1 完全地移除了有界梯

度假设，这意味着其提供了更具现实意义的收敛性

分析。最近，从一个连续时间的视角研究随机优化

问题，其证明当步长趋向于零时，SGDM 的轨迹以

L2 范数收敛为确定性的二阶常微分方程（ODE）。
基于此发现，文献［39］构造出SGDM离散时间下的

Lyapunov函数，揭示了 SGDM 的内在动态特性，然

后将其应用于 SGDM 的收敛性分析，为 SGDM 提

供了一种新颖的任意时刻收敛性保证。具体而言，
当假设 1 成立，函数 f 是凸的，随机梯度满足

E jt
é
ë

ù
û ∇f ( x t；zjt )

2 ≤ ∇FS ( x t )
2 + σ 2，并 且 随 机

梯度的噪声满足与文献［6］相同的次高斯假设（3），
文献［39］的定理 5 显示，以至少 1 - δ的概率，有随

后的收敛界限成立：

同时对于所有的t≥ 0， FS ( x t )- minFS =

O

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç log( t+ 2 ) ( )C1 ( t )+C2 ( t ) log 1
δ

( t+ 1)1 2

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
，

其中，C1 ( t )和C2 ( t )是关于 t的系数。与此结果相

比，定理 1研究的是非凸设置下的高概率收敛界限。
虽然文献［39］的理论框架很有趣，但尚不确定其理

论发现是否能推广至非凸的随机优化，而非凸的随

机优化更符合现实。并且，文献［39］只研究了

SGDM的收敛界限，没有涉及SGDM的泛化性能分

析。本文为 SGDM 同时提供了高概率的收敛界限

和泛化界限，收敛和泛化的联合视角有助于系统地

理解SGDM在实际应用中的优良性能。
接下来为算法3. 2提供高概率的泛化界限。
定理 2.  设 x t是由算法 3. 2 生成的迭代序列。

令步长为 ηt = η= a
T 5 7 且 1 - γ= b

T 4 7，其中 a，b为

任意正数且满足 1 - γ≤ 1。假设条件 1、2 和 3 成

立。设置T≍ ( )nd
7
8
。那么对于任意的 δ∈( 0，1 )，以

1 - δ的概率，有以下不等式成立：

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t ) =O (( )dn
1
4
log( )θ+ 1

2 ( )ndδ ).
运用本文的证明技术，可以得到当 T≍ n/d，

算法 1 的泛化界限是 O͂ ( )(d/n )
1
4 阶。相比之下，定

理 2 中的泛化界限的阶数也为 O͂ ( )d/n )
1
4 。因此可

以得出结论，算法 2在保持与原始 SGDM 类似的泛

化性能的同时，拥有更快的收敛速度。此外，定理 2

显示，算法2的迭代复杂度为T≍( n/d )
7
8，优于算法1

的T≍ n/d。这些理论发现很好地解释了文献［9］
中报告的算法 2 优越的实验性能。在相关工作中，
文献［13］研究了次威布尔梯度噪声下非凸 SGD 的

高概率泛化界限，但如前所述，其结果需要假设

ηt ∇FS ( x t ) ≤G， t∈N。相比之下，定理 2 研究

的是更为复杂的动量算法，动量项的存在使得其

理论分析更为复杂。此外，定理 1 不需要有界梯度

类型的假设，提供了更具现实意义的泛化性能

分析。
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3. 4　具有海森校正动量的SGDM
算法3.  具有海森校正动量的SGDM
输入：步长 { ηt }t，数据集S={ z1，z2，…，zn }和动量参数γ

初始化：x1 = 0，x0 = 0，，m0 = 0
1.      FOR t= 1，…，T DO
2.      从集合 { j：j∈[ n ] }中以均匀分布采样 jt

3.      更新m t=γ(mt-1+∇ 2 f ( xt；zjt )( xt-x t-1 ))+
(1 - γ ) ∇f ( x t；zjt )

4.      更新x t+ 1 = x t- ηt
m t

 m t

5.      END FOR
算法 3 将海森校正动量引入 SGDM。具体而

言，第 3步使用海森-向量积∇ 2 f ( x t；zjt )( x t - x t- 1 )

来“校正”SGDM中动量m t的偏差项。近年来，海森-
向量积被用作在不产生显著计算开销的情况下实现

某些二阶信息的优势［40-41］。第 5步中的
m t

 m t

同样是

对动量的归一化。如果忽略归一化，算法 3 中的更

新可以理解为

x t+ 1 = x t - ηt (1 - γ ) ∇f ( x t；zjt )-

ηtγ∇ 2 f ( x t；zjt )( x t - x t- 1 )+ ηtγ
ηt- 1

( x t - x t- 1 )

（5）
与（1）中的更新相比，（5）融合了二阶梯度信息

∇ 2 f ( x t；zjt )( x t -x t- 1 )。接下来，我们将为算法 3
提供高概率的收敛界限和泛化界限。

定理 3.  设x t为算法 3生成的迭代序列。令步

长为 ηt = η= a
T 2 3 且 1 - γ= b

T 5 9，其中 a，b为任意

正数且满足 1 - γ≤ 1。假设条件 1、2、3 和 4 成立。
那么对于任意的 δ∈( 0，1 )，以概率 1 - δ，有以下不

等式成立

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 1 3 log( )θ+ 1

2 (T/δ )).
定理 3 中的收敛界限的阶数为 O͂ ( )1

T 1 3 。这一

界限与文献［10］中的期望收敛界限

1
T∑t= 1

T  E ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 1 3 )

相匹配，仅存在对数项的区别，详见文献［10］的定理

5。此外，可以看出，定理 3 中收敛界限展示出比定

理1中的收敛界限更快的收敛速度。
我们现在讨论几种常见的自适应梯度算法

（adaptive gradient algorithms），包 括 AdaGrad［42］、
RMSProp［43］和 Adam［44］。在非凸优化中，相关研究

通常为自适应的梯度算法提供期望的收敛界限。目

前，AdaGrad 的高概率收敛界限已经得到了一些研

究成果，通常分为两种形式：实值版本（AdaGrad-

表1　结果总结

文献

文献[6]

文献[9]

文献[10]

本文

假设

1, θ= 1
2

1, θ= 1
2

1 ,2, 一阶有界方差梯度噪声

1, 2, 一阶和二阶有界方差梯度噪声, 有界梯度

1, 2, θ≥ 1
2

1, 2, θ≥ 1
2

1, 2, 3, 4,θ≥ 1
2

1, 2, 3, 4,θ≥ 1
2

指标

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t )

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t )

1
T∑t= 1

T  E ∇FS (x t)
1
T∑t= 1

T  E ∇FS ( x t )

1
T∑t= 1

T   ∇FS ( x t )

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )

1
T∑t= 1

T   ∇FS ( x t )

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )

界限

O
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç( )log(T/δ ) logT

T

1
2
ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

max

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï
O

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷dlog

3
2 (T/δ )
T

1
2

,O
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷( )d2log2 (T/δ )

T

1
2

ü

ý

þ

ï
ï
ïï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

O ( 1
T 2 7 )

O ( 1
T 1 3 )

O ( 1
T 2 7 log( )θ+ 1

2 (T/δ ))
O (( )dn

1
4
log( )θ+ 1

2 ( )ndδ )
O ( 1

T 1 3 log( )θ+ 1
2 (T/δ ))

O (( )dn
1
4
log( )θ+ 1

2 ( )ndδ )
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Norm）和元素版本（AdaGrad）［42］。文献［45］针对次

高斯梯度噪声（3），为AdaGrad-Norm 提供了能适应

噪声水平的收敛界限，但该结果依赖于有界梯度假

设。文献［46］改进了这一结果，在相同的噪声假设

下，移除了有界梯度假设，并将结果扩展到AdaGrad
的元素版本。文献［6］研究了AdaGrad的元素版本，
在次高斯梯度噪声下，为具有动量的 AdaGrad变体

（延迟步长）提供了高概率收敛界限，且该结果同样

不需要有界梯度假设。最近，RMSProp的非凸优化

研究同样取得了进展。文献［47］为 RMSProp 提供

了高概率收敛界限，该结果假设有界梯度和次高斯

梯度噪声。如何在类似条件下为Adam算法提供高

概率收敛界限，是一个极为重要的问题。由于

Adam结合了动量和 RMSProp算法的优势，我们认

为结合本文中关于动量的证明技术和 RMSProp 的

分析技术［47］，有可能为 Adam 提供高概率的结果。
然而，Adam 独特的自适应学习率形式增加了分析

难 度 。 传 统 自 适 应 梯 度 方 法（如 AdaGrad 和

RMSProp）的步长随时间递减，现有 AdaGrad 和

RMSProp的高概率分析大多依赖于这一递减特性，
而Adam的步长是非单调的。此外，Adam采用了偏

差修正的动量机制，这使其更新方向变为对真实梯

度的复杂有偏估计。不过，我们相信本文使用的处

理动量导致的有偏估计的迭代技术会为Adam的分

析提供帮助。
接下来为算法3提供高概率的泛化界限。
定理 4.  设x t为算法 3生成的迭代序列。令步

长为 η= a
T 2 3 且 1 - γ= b

T 5 9，其中 a，b为任意正数

且满足 1 - γ≤ 1。假设条件 1、2、3和 4成立。设置

T≍( n
d

)
3
4。那么对于任意 δ∈( 0，1 )，以概率 1 - δ，

有以下不等式成立：

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t ) =O (( )dn
1
4
log( )θ+ 1

2 ( )ndδ ).
定理4中的泛化界限阶数为 O͂ ((d/n )

1
4 )阶，其速

率与定理 2相似。通过综合考虑收敛界限和泛化界

限，可以得出结论：算法 3具有与算法 2相似的泛化

性能，但其收敛速度更快。此外，算法 3的迭代复杂

度T≍( n/d )
3
4 也优于定理 2的T≍( n/d )

7
8。这些理

论结果很好地解释了文献［10］中所报告的算法 3在

实验中的优越性能。

还有，文献［10］的结果需要有界梯度假设

 ∇f ( x t；z ) ≤G，见表 1。如前所述，这个假设是个

过强的假设［6］，我们的分析成功地移除了这一假设。
我们在表1中提供了本文获得的结果以及相关工作的

结果，这里只列出了最相关的文献。文献［6］的第二个

结果是针对SGDM的一种变体算法推导而来，即延迟

的带动量的 AdaGrad，其步长不包含当前的梯度。
从表1中可以看出，本文提供了一系列相关工作不涉

及的高概率泛化界限以及快速率的高概率收敛界限。

4 数值实验

4. 1　泛化界限随参数 θ的变化

本小节通过数值实验来验证算法 2的泛化界限

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )
2
随参数 θ的变化情况。算法 3的

结果也可以通过类似实验进行验证。
设FS ( x )和FS' ( x )分别为基于训练数据集S和

测 试 数 据 集 S' 的 经 验 风 险，可 知 FS' ( x )=
1

|S'| ∑z∈S'
  f ( x；z )，其中 |S'|是集合 S'的基数。我们

使用FS' ( x )作为对总体风险F的一个良好近似。实

验中使用了六个来自 LIBSVM 的数据集：Heart、
Fourclass、German、Australian、Diabetes 和 Phishing［48］。
每个数据集的 80% 用作训练数据，其余 20% 用作

测试数据。为考察参数 θ的影响，我们考虑了

θ ∈ { 1/2， 1，5 }。
根据式（4），动量的更新公式为m t = γm t- 1 +

(1 -γ )( ∇FS ( x t )+∇f ( x t；zjt )-∇FS ( x t ) )=γm t-1 +
(1-γ )(∇FS ( xt )+e t )，其中 e t =∇f ( xt；zjt )-∇FS ( xt )。
在训练过程的每次更新中，我们独立且同分布地从

次威布尔分布中为每个维度抽取随机变量，以模拟

假设3中的梯度噪声 e t。如果随机向量 e t的每个坐标

均服从次威布尔分布，则 e t 也是一个次威布尔随机

变量，这可以通过文献［49］的引理3. 4和文献［50］的
命题 2. 1（c）进行证明。由于我们假设随机梯度是

准确梯度的无偏估计，我们对分布进行偏移和缩

放，以获得均值为零且方差等于 1的随机向量。
实验采用二元分类的广义线性模型 ℓ( )x，x ，

其 中，ℓ 是 逻 辑 斯 蒂 函 数 ℓ ( s )=(1 + e-s )-1。 第

一 个 实 验 研 究 Hube 损 失，其 形 式 为 f ( x，z )=
1
2 ( )ℓ ( )x，x - y

2
，当 |ℓ ( )x，x - y| ≤ τ时，否则
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为 τ ( )|ℓ ( )x，x -y| -1
2 τ 。设定 τ= 0. 1，γ= 0. 9和

ηt= 0. 1t-
1
2，实验重复 100次，并报告结果的平均值。

泛化界限
1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )
2
随迭代次数的变化如

图1所示。实验结果与定理2的泛化界限一致，θ的增

加会导致泛化性能下降。第二个实验研究平方损失，
其形式为 f ( x，z )=( ℓ ( )x，x - y )2。在这种情况

下，指标
1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )
2
随迭代次数的变化趋势

如图2所示。实验结果同样表明θ的增加将导致更差

的泛化结果，与定理2的泛化界限一致。此外值得注

意的是，定理2中对于θ的依赖是 log( )θ+ 1
2 (T/δ )，仅是

对数阶的。因此，当θ取不同值(θ= 1/2，θ∈(1/2，1 ]，
θ> 1)时，对泛化界限的影响很小，这也与图 1和图

2中揭示的泛化性能的衰减趋势一致。

在数值实验中，我们同样可以考虑泛化指标的

分布函数，或者其他能够分析概率速度的度量。具

体地，定理 2中的泛化界限可以等价地写成：对于任

意的 t≥ 0，

图1　Huber损失下，不同的选择 ( )θ∈ { 1/2，  1， 5 }、泛化指标
1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )
2
与遍历次数的关系

图2　平方损失下，不同的选择 ( )θ∈ { 1/2，  1，5 }、泛化指标
1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t )
2
与遍历次数的关系
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P ( 1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t ) ≥ t )=

O (( nd ) exp
ì
í
î

ïïïï

ïïïï
- (( nd )

1
4 t )

1
θ+ 1/2ü

ý
þ

ïïïï

ïïïï)。
对于泛化指标

1
T∑t= 1

T   ∇F ( x t ) ，其分布函数

F ( t )可以写成

F ( t )= 1 -P ( 1
T∑

t= 1

T

  ∇F ( x t ) ≥ t )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0 if  t ≤ 0

O ( )( n
d

) exp
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
-( )( n

d
)

1
4 t

1
θ+ 1/2

if  t > 0

我们同样使用测试数据集 S'上的经验风险 FS' ( x )
作为总体风险 F的一个良好近似，并据此计算

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) 。通过设计数值实验，我们可以

观察 F ( t ) 关于 t的增长速度是否和O (( n
d

) exp {-

(( nd )
1
4 t )

1
θ+ 1/2

} )的速率一致。此外，我们还可以探讨

F ( t ) 是否随 θ的增加而增加，这个增长是因为

1/(θ+ 1/2 )项导致的。

4. 2　二阶梯度噪声的重尾性质

本小节进一步通过数值实验来验证假设 4中二

阶梯度噪声满足次威布尔分布的合理性。我们研究

算法3，因为仅算法3使用了假设4。
我们对  ∇ 2 f ( )x t；zi y- ∇ 2FS( )x t y / y 的

分布进行数值研究，其中x t是算法3产生的最后一次

迭代，i= 1，2，…，n。我们根据 ∇ 2 f ( )x t；z1 y-
∇  2FS( )x t y / y，…， ∇  2 f ( )x t；zn y-∇ 2FS( )x t y /

 y 的值绘制相应的概率密度分布直方图，同时使用

SciPy库中的 scipy. stats. weibull_min函数拟合次威布

尔分布的比例（scale）、形状（shape）和位置（loc）等参数，
并绘制相应的次威布尔分布的概率密度函数曲线。

实验采用二元分类的广义线性模型 ℓ ( )x，x ，
其中 l是逻辑斯蒂函数 ℓ ( s )=(1 + e-s )-1，使用交叉

熵损失，其形式为 f (x，z)=-[ y log ℓ ( x，x )+
(1 - y ) log (1 - ℓ ( x，x ) ) ]。 与 第 4. 1 节 类 似，
实验采用六个来自 LIBSVM 的数据集 ：Heart、
Fourclass、German、Australian、Diabetes 和 Phishing［48］，

并设定γ=0. 9和ηt=0. 1t-
1
2。对于∇  2 f ( )x t；zi y-

∇ 2FS( )x t y / y 中的随机向量 y，实验采用均匀分

布在区间 [ 0，1 ]上生成。实验结果如图 3所示。这

些直方图显示，算法 3 的二阶梯度噪声的范数具有

图3　不同数据集的 ∇ 2 f ( )x t；zi y- ∇ 2FS( )x t y / y 的概率密度分布直方图以及相应的次威布尔分布的概率密度函数曲

线（红线）

771



计 算 机 学 报 2025年

与次威布尔分布相似的变化趋势，说明其可以很好

地用次威布尔分布拟合，验证了假设 4 中二阶梯度

噪声满足次威布尔分布的合理性。

5 结 论

本文研究了非凸情境下基于动量的随机梯度下

降算法的学习界限。我们研究了高概率的界限，相

比于期望的界限，高概率的结果对样本空间最坏的

情况也成立。并且，我们同时提供了收敛界限和泛

化界限，这使得能从优化和泛化的联合作用出发，系

统地分析SGDM的性能。此外，我们考虑梯度噪声

服从一种重尾的次威布尔分布，得出的理论界限能

够展示从次高斯/次指数（即轻尾）变量转向重尾变

量的过程中重尾梯度噪声对收敛速率和泛化性能的

影响。最后，数值实验验证了我们的理论结果。我

们相信，本文的理论发现能够为非凸SGDM算法的

学习保证提供深刻的见解。

致 谢 感谢编辑和审稿人宝贵的意见。本研究得

到国家自然科学基金面上项目(No. 62476277)、国家

重点研发计划(No. 2024YFE0203200)和 CCF-阿里

妈妈科技袋基金(No. CCF-ALIMAMA OF 2024008)
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附录A.  辅助引理

前两个引理是次威布尔的鞅差序列的集中不

等式。
引理1 （定理 2［51］）. 令 θ∈ ( 0，∞ )。假设 ( X i ∈

Rd，i= 1，2，⋯，N )是相对于滤波（filtration）F i的鞅

差序列，即E [ X i|F i- 1 ]= 0，并满足以下弱指数尾部

条件：对于某些 θ> 0和所有 i= 1，2，⋯，N，以及某
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个标量 Ki > 0，我们有 E
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
exp ( 


X i

Ki

1
θ ) ù
û

ú

ú
úú
ú

ú
≤ 2。假设

对于每个 i= 1，2，⋯，N，Ki < ∞。 则，对于任意

N≥ 1和 t> 0，有以下不等式成立

P (max
n≤N

 ∑i=1
n X i ≥ t )≤ 4

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê3 +(3θ ) 2θ 128∑i=1

N K 2
i

t 2

ù

û

ú
úú
ú

exp
ì

í

î
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ï
ïï
ï

- ( t 2

64∑i= 1
N K 2

i )
1

2θ+ 1ü

ý
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ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
。

引理 2 （定理 11［38］）.  令 (Ω，F，(F i )，P ) 是一

个域流概率空间。设 ( ξi )和 (Ki )适应于 (F i )，n ∈N，
并且对于所有 i ∈[ n ]，假设Ki- 1 ≥ 0，E [ ξi|F i- 1 ]= 0
以及

E [ exp (( |ξi|/Ki- 1 )1 θ) |F i- 1 ] ≤ 2，
其中，θ≥ 1/2。如果 θ> 1/2，假设存在 (mi ) 使得

Ki- 1 ≤mi。
如果 θ= 1/2，令 a= 2。则对于所有 x，β≥ 0，

α> 0以及 λ ∈ é
ë
êêêê0，

1
2α

ù
û
úúúú，

P ( ⋃ k ∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤

α∑i= 1
k  ξi + β})≤ exp(-λx+ 2λ2 β )，

并且对于所有x，β，λ≥ 0，

P ( ⋃ k ∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤ β})≤

exp ( - λx+ λ2

2 β )。
如果 θ∈ ( 1

2，1ù
û
úúúú，令a=( 4θ )2θe2且b=( 4θ )θe。则

对于所有x，β≥ 0，α≥ b maxi ∈[ n ]mi以及 λ∈ é
ë
êêêê0，

1
2α

ù
û
úúúú，

P ( ⋃ k ∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤

α∑i= 1
k  ξi + β})≤ exp(-λx+ 2λ2 β )，

并且对于所有x，β≥ 0以及 λ ∈ é
ë
ê
êê
ê0， 1

b maxi ∈[ n ]mi

ù

û
úúúú，

P ( ⋃ k∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤ β})≤

exp ( - λx+ λ2

2 β )。
如果 θ> 1，令 δ ∈ ( 0，1 )，a=( 22θ+ 1 + 2 )Γ ( 2θ+

1)+ 23θΓ ( 3θ+ 1)
3 ，b= 2logθ- 1 ( n/δ )。则对于所有

x，β≥ 0，α≥ b maxi ∈[ n ]mi以及 λ ∈ é
ë
êêêê0，

1
2α

ù
û
úúúú，

P ( ⋃ k ∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤

α∑i= 1
k  ξi + β})≤ exp(-λx+ 2λ2 β )+ 2δ，

并且对于所有x，β≥ 0以及 λ ∈ é
ë
ê
êê
ê0， 1

b maxi ∈[ n ]mi

ù

û
úúúú，

P ( ⋃ k ∈[ n ] {∑i= 1
k  ξi ≥ x且∑i= 1

k  aK 2
i- 1 ≤ β})≤

exp ( - λx+ λ2

2 β )+ 2δ。

最后一个引理描述了总体梯度∇F与经验梯度∇FS

之间的一致偏差。
引理3 （推论 2［ 52 ］）.  记BR = B ( 0，R )。令 δ ∈

( 0，1 )，S={ z1，z2，…，zn } 是一组独立同分布的样

本。假设条件 1 成立。则以至少 1 - δ的概率有以

下不等式成立

sup
x ∈BR

 ∇F ( x )- ∇FS ( x ) ≤ ( LR+B )
n

× (2 +

2 48e 2 ( log2 + dlog( 3e ) ) + 2log( 1
δ

) )，
其中B= supz ∈Z ∇f ( 0；z ) ，L为光滑性参数。
附录B. 定理1的证明

证明 .  定义 ϵ t =m t - ∇FS ( x t )，根据假设1，有

FS ( x t+ 1 )-FS ( x t )≤ x t+ 1 - x t，∇FS ( x t ) +
1
2 L x t+ 1- x t

2 =- ηt
m t

 m t

，∇FS ( x t ) + 1
2 Lη

2
t。

首先考虑- m t

 m t
，∇FS ( xt ) 。当 ϵ t ≤ 1

2 ∇FS ( xt )

时，有 ϵt +∇FS ( x t ) ≤ 3
2  ∇FS ( x t ) ，此时

- m t

 m t

，∇FS ( x t ) =- ϵt + ∇FS ( x t )
 ϵt + ∇FS ( x t )

，

∇FS ( x t ) ≤-
 ∇FS ( x t )

2

 ϵt +∇FS ( xt )
+
 ∇FS ( xt )  ϵt
 ϵt +∇FS ( xt )

≤

- 1
2

 ∇FS ( x t )
2

 ϵt + ∇FS ( x t )
≤- 1

3  ∇FS ( x t ) 。

当 ϵt > 1
2  ∇FS ( x t ) 时，有
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- m t

 m t

，∇FS ( x t ) ≤ ∇FS ( x t ) =

- 1
3  ∇FS ( x t ) + 4

3  ∇FS ( x t ) ≤

- 1
3  ∇FS ( x t ) + 8

3  ϵt

结合这两种情况可以推出

- m t

 m t

，∇FS ( x t ) ≤- 1
3  ∇FS ( x t ) + 8

3  ϵt ，

这表明

FS ( x t+ 1 )-FS ( x t )≤- 1
3 ηt ∇FS ( x t ) +

8
3 ηt ϵt + 1

2 Lη
2
t。

从 t= 1至 t=T累加，并根据 ηt = η，可以得到

∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) ≤ 3 FS ( x1 )-FS ( xT+ 1 )

η
+

8∑t= 1
T   ϵt + 3LT

2 η。
现在对 ∑t= 1

T  ϵt 进行界定。首先定义 ϵ't =
∇ f (wt；zjt )-∇ FS (wt )和 Z(a，b)=∇FS (a)-∇FS (b )-
∇ 2FS (b )( a- b )，那么对于任意的 t≥ 1有以下递归

公式：
m t+ 1 = γ ( ϵt + ∇FS ( x t ) )+(1 - γ ) ∇f (w t+ 1；zjt+ 1 )=

γ ( ∇FS ( x t+ 1 )+ ∇ 2FS ( x t+ 1 )( x t - x t+ 1 ) )+
γ (Z ( x t，x t+ 1 )+ ϵt )+(1 - γ )( ϵ't+ 1 +
Z (w t+ 1，x t+ 1 ) )+(1 - γ )( ∇FS ( x t+ 1 )+
∇2FS ( x t+ 1 )( x t - x t+ 1 ) )= ∇FS ( x t+ 1 )+ γ ( ϵt +
Z ( x t，x t+ 1 ) )+(1 - γ )( ϵ't+ 1 +Z (w t+ 1，x t+ 1 ) )，

其中，最后一个方程是由w t的定义得出的。根据 ϵt
的定义，可以推出

ϵt+ 1 = γ ( ϵt +Z ( x t，x t+ 1 ) )+
(1 - γ )( ϵ't+ 1 +Z (w t+ 1，x t+ 1 ) )

通过设定m0 = 0 和 x0 = x1，有 ϵ0 =-∇FS ( x1 )，因

此上述 ϵt+ 1 的递归关系在 t= 0时也成立。此时，展

开递归关系可以得到

ϵt+ 1 =(1 - γ ) ∑τ= 0
t  γτϵ't+ 1 - τ +

γ∑τ= 0
t  γτZ ( x t- τ，x t- τ+ 1 )+

(1 - γ ) ∑τ= 0
t γτZ (w t- τ+ 1，x t- τ+ 1 ) + γt+ 1ϵ0。

相应地，可以得到

 ϵt+ 1 =(1 - γ ) 

∑τ= 0

t  γ τϵ't+ 1 - τ + γt+ 1 ϵ0 +

γ

∑τ= 0

t  γ τZ ( x t- τ，x t- τ+ 1 ) +

(1 - γ )  ∑τ= 0
t γτ Z (w t- τ+ 1，x t- τ+ 1 )

由 于 FS 满 足 假 设 2，根 据 泰 勒 定 理 可 以 得 到

 Z ( a，b ) ≤ ρ a- b 2，利用这个性质，可以进一步

推导出

γ

∑τ= 0

t  γ τZ ( x t- τ，x t- τ+ 1 ) ≤ γ∑τ= 0
t  γτ ρη2

以及

(1 - γ ) 

∑τ= 0

t  γ τZ (w t- τ+ 1，x t- τ+ 1 ) ≤

(1 - γ ) ∑τ= 0
t  γτ ρη2( )γ

1 - γ

2

。

由于
γ2

1 - γ
+ γ≤ γ

1 - γ
，将这些项结合起来可以

得到

 ϵt+ 1 ≤ γt+ 1 ϵ0 +(1 - γ ) 

∑τ= 0

t  γ τϵ't+ 1 - τ +
γ

1 - γ∑τ= 0
t  γ τ ρη2 ≤ γt+ 1B+

(1 - γ ) 

∑τ= 0

t  γ τϵ't+ 1 - τ + γ
(1 - γ )2 ρη

2，

其中，B的出现是因为B= supz∈Z ∇f ( 0；z ) 。关于





∑τ= 0

t  γ τϵ't+ 1 - τ ，由于 ∇f (w t；zjt )- ∇FS (w t ) 是

一个次威布尔随机变量，根据次威布尔变量的定义

得到

E é
ë

ê
êê
ê
ê
êexp(

γτ ∇f ( x t+1 -τ；zjt+1 -τ )-∇FS ( xt+1 -τ )
γτK

)
1
θ
ù

û

ú
úú
ú≤ 2，

这意味着 γτ ∇f ( x t+ 1 - τ；zjt+ 1 - τ
)- ∇FS ( x t+ 1 - τ ) ∼

subW (θ，γτK )。然后应用引理1推导出以下不等式

P (max
t≤T





∑τ= 0

t  γ τϵt+ 1 - τ ≥ x)≤

4
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú3 + ( )3θ 2θ 128K 2∑i= 0

T γ2i

x2

exp
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-( )x2

64K 2∑i= 0
T γ2i

1
2θ+ 1

。

令 4exp
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

- ( x2

64K 2∑i= 0
T γ2i )

1
2θ+ 1ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

= δ，可以得到x=

8log(θ+ 1
2 ) ( 4
δ

)K ( ∑i= 0
T γ2i )

1
2，因此以概率 1 - 3δ-

8( 3θ )2θ

log2θ+ 1 4
δ

δ，有

max
t≤T





∑τ=0

t γ
τ
ϵt+1 -τ ≤ 8log(θ+1

2 ) ( 4
δ

)K ( ∑i= 0
T  γ2i )

1
2。
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由于 θ≥ 1/2且 δ ∈ ( 0，1 )，可以得知 log2θ+ 1 4
δ

> 1，这

意味着以概率1 - 3δ- 8( 3θ )2θδ，有

max
t≤T





∑τ=0

t  γ τϵt+1 -τ ≤ 8log(θ+1
2 ) ( 4
δ

)K ( ∑i=0
T γ2i )

1
2。

现在，以概率1 - δ，得出以下不等式

(1 - γ ) max
t≤T





∑τ= 0

t γ
τ
ϵt+ 1 - τ ≤

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K ( ∑i= 0

T  γ 2i )
1
2 (1 - γ )≤

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K (1 - γ )

(1 - γ2 )1 2
≤

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K (1 - γ )1 2，

将这个结果代入到 ϵt+ 1 的不等式中，可以得出

 ϵt+ 1 ≤ γt+ 1B+ γ
(1 - γ )2 ρη

2 +

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K (1 - γ )1 2，

将这个结果代入到∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) 的不等式中，以

概率1 -Tδ可以得到

∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) ≤ 3 FS ( x1 )-FS ( xT+ 1 )

η
+

γ
1 - γ

8B+ 64log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)

K (1 - γ )1 2T+ 8γ
(1 - γ )2 ρη

2T+ 3LT
2 η。

设置 η= a
T 5 7 和 1 - γ= b

T 4 7，其中 a，b是任意正数

且满足 1 - γ≤ 1，至此，成功推导出以至少 1 - δ的

概率有

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 2 7 log(θ+ 1

2 ) (T/δ ))。
证毕。

附录C. 定理2的证明

证明 . 首先，以概率1 - δ，有以下不等式成立

1
T∑t=1

T  ∇F ( x t ) ≤ 1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t )-∇FS ( x t ) +

1
T∑t=1

T  ∇F ( xt ) ≤ 1
T∑t=1

T max
t≤T

 ∇F( xt)-∇FS( xt ) +

1
T∑t=1

T  ∇F ( x t ) ≤ max
t≤T

 ∇F ( x t )-∇FS ( x t ) +

O ( 1
T 2 7 log(θ+ 1

2 ) ( T
δ

) )。

然后，由于x t+ 1 = x t - ηt
m t

 m t

， 可以得出

x t+ 1 =-∑i= 1
t  ηi

m i

 m i

以及

 x t+ 1 ≤∑i= 1
t  ηi。

因为 ηt = η= a
T 5 7，可以推出 x t+ 1 ≤ at

T 5 7 。为了简

洁 ， 令 γ=( 2 + 2 48e 2 ( log2 + dlog( 3e ) ) +

2log( 1
δ

) )。根据引理3，以概率1 - δ，有

max
t≤T

 ∇F ( x t )- ∇FS ( x t ) ≤ ( LRT +B )γ
n

≤

( L xT +B )γ
n

≤
( L aT
T 5 7 +B )γ

n
。

因此以概率1 - 2δ，可以得到

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) =O ( )T
2
7

n
×( d + log

1
2 ( 1
δ

) ) +

O ( )1

T
2
7

log(θ+ 1
2 ) ( T
δ

) 。

取T≍( n
d

)
7
8，得到

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) =O (( dn )
1
4 log(θ+ 1

2 ) ( n
dδ

))，
这意味着以至少1 - δ的概率我们有

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) =O (( dn )
1
4 log(θ+ 1

2 ) ( n
dδ

))。
证毕。

附录D. 定理3的证明

证明 .  通过与定理1类似的证明，定义ϵt =m t -
∇FS ( x t )，可以得到以下不等式：

∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) ≤ 3 FS ( x1 )-FS ( xT+ 1 )

η
+

8∑t= 1
T  ϵt + 3LT

2 η

现在来界定∑t= 1
T  ϵt 。首先定义 ϵ't =∇ f (xt；zjt )-

∇ FS(xt)、w t=
∇  2f (xt，zjt )(xt-xt-1)-∇  2FS(xt)(xt-xt-1)

 x t - x t- 1

以及Z (a，b )=∇FS ( a )-∇FS (b )-∇ 2FS (b )( a-b )，
对于任意 t≥ 1有如下的递推公式
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ϵt+ 1 =m t+ 1 - ∇FS ( x t+ 1 )=
γ (m t + ∇ 2 f ( x t+ 1；zjt+ 1 )( x t+ 1 - x t )-
∇FS ( x t+ 1 ) )+(1 - γ )( ∇f ( x t+ 1；zjt+ 1 )-
∇FS ( x t+ 1 ) )= γ (m t - ∇FS ( x t )+ ∇FS ( x t )+
 x t+ 1 - x t w t+ 1 + ∇ 2FS ( x t+ 1 )( x t+ 1 - x t )-
∇FS ( x t+ 1 ) )+(1 - γ ) ϵ't+ 1 = γ ( ϵt +
 x t+ 1 - x t w t+ 1 +Z ( x t，x t+ 1 ) )+(1-γ ) ϵ't+ 1，

通过设定m0 =0和x0 =x1，可以得到ϵ0 =-∇FS ( x1 )。
进一步地，容易验证上述 ϵt+ 1 的递推关系同样适用

于 t= 0。接下来展开递推关系得到

ϵt+ 1 = γ∑τ= 0
t γτ x t- τ+ 1 - x t- τ w t- τ+ 1 +

γt+ 1ϵ0 +(1 - γ ) ∑τ= 0
t γ

τ
ϵ't+ 1 - τ +

γ∑τ= 0
t γ

τ
Z ( x t- τ，x t- τ+ 1 )，

因此有

 ϵt+ 1 = γη

∑τ= 0

t γ
τ
w t- τ+ 1 + γt+ 1 ϵ0 +

(1 - γ ) 

∑τ= 0

t γ
τ
ϵ't+ 1 - τ +

γ

∑τ= 0

t γ
τ
Z ( x t- τ，x t- τ+ 1 ) 。

根据不等式 Z ( a，b ) ≤ ρ a- b 2，可以推出

γ

∑τ= 0

t γ
τ
Z ( x t- τ，x t- τ+ 1 ) ≤ γ∑τ= 0

t γτ ρη2。
关于 



∑τ=0

t γ
τ
ϵ 't+1 -τ ，由于 ∇f (wt；zjt )-∇FS (w t )

是一个次威布尔随机变量，根据次威布尔变量的定

义得到

E[ exp(
γ τ ∇f ( x t+1 -τ；zjt+ 1 - τ

)-∇FS ( x t+1 -τ )
γτK

)
1
θ ] ≤2，

这 意 味 着 γτ ∇f ( x t+ 1 - τ；zjt+ 1 - τ
)- ∇FS ( x t+ 1 - τ ) ∼

subW (θ，γτK )。那么类似地，以 1 - δ的概率有下

列不等式

(1 - γ ) max
t≤T





∑τ= 0

t γ
τ
ϵt+ 1 - τ ≤

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K (1 - γ )1 2。

关于



∑τ= 0

t γ
τ
w t- τ+ 1 ，需要使用假设 4。根据假设

4，显然有 γτ w t- τ+ 1 ∼ subW (θ，γτK' )。通过类似

的证明步骤，应用引理1可以得到以概率1 - δ，有

γηmax
t≤T





∑τ= 0

t γ
τ
w t- τ+ 1 ≤

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
)K' γη

(1 - γ2 )1 2
。

结合上述界限，代入到 ϵt+ 1 的不等式中，以至少

1 - 2δ的概率可以得到

 ϵt+ 1 ≤ γt+ 1B+ γ
1 - γ

ρη2 +

8log(θ+ 1
2 ) ( 4( 3 + 8( 3θ )2θ )

δ
) max { K，K' }×

((1 - γ )1 2 + γη
(1 - γ2 )1 2

)。

将这个结果代入到∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) 的不等式中，得

到以至少1 - 2Tδ的概率，有

∑t= 1
T  ∇FS ( x t ) ≤ 3 FS ( x1 )-FS ( xT+ 1 )

η
+

γ
1 - γ

8B+ max { K，K' }((1 - γ )1 2 +

γη
(1 -γ2 )1 2

)T64log(θ+1
2 ) ( 4( 3 +8( 3θ )2θ )

δ
)+

8γ
1 - γ

ρη2T+ 3LT
2 η。

设置 η= a
T 2 3 和 1 - γ= b

T 5 9，其中 a，b是任意的正

数且满足 1 - γ≤ 1。至此，成功推导出以至少 1 -
δ的概率，有

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t ) =O ( 1
T 1 3 log(θ+ 1

2 ) (T/δ ))。
证毕。

附录E. 定理4的证明

证明. 与定理 2的证明类似，以概率为 1 - δ，
有下述不等式成立

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t) ≤ 1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t)-∇FS ( x t) +

1
T∑t= 1

T  ∇FS ( x t ) = max
t≤T

 ∇F ( x t )- ∇FS ( x t ) +

O ( )1
T 1 3 log(θ+ 1

2 ) (T/δ ) 。

由于 x t+ 1 ≤∑i= 1
t ηi以及 ηt = η= a

T 2 3，可以得到

 x t+ 1 ≤ at
T 2 3 。同样，令

γ=(2+2 48e 2 ( log2+dlog( 3e ))+ 2log( 1
δ

) )。

根据引理3，以概率1 - δ，有

max
t≤T

 ∇F ( x t )- ∇FS ( x t ) ≤ ( LRT +B )γ
n

≤

( L xT +B )γ
n

≤
( L aT
T 2 3 +B )γ

n
，

因此以概率1 - 2δ，可以得到
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1
T∑t=1

T  ∇F ( x t ) =O ( )T
1
3

n
×( d + log

1
2 ( 1
δ

) ) +

O ( )1
T 1 3 log(θ+ 1

2 ) (T/δ ) ，

取T≍( n
d

)
3
4，得到

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) =O (( dn )
1
4 log(θ+ 1

2 ) ( n
dδ

))，
这意味着以至少1 - δ的概率，有

1
T∑t= 1

T  ∇F ( x t ) =O (( dn )
1
4 log(θ+ 1

2 ) ( n
dδ

))。
证毕。
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Background
SGDM is a widely used algorithms in optimization area.  It 

enhances the basic stochastic gradient descent method by 
incorporating a momentum term, which helps accelerate 
convergence, particularly in the presence of noise and ill-
conditioned landscapes common in high-dimensional non-convex 
optimization problems.  Despite its practical effectiveness, the 
theoretical understanding of SGDM remains limited, especially 
when considering its behavior in non-convex domains.

Overally, the existing literature primarily focuses on 
analyzing SGDM in an expectation sense, which provides insights 
into its average case performance.  However， the lack of high-
probability analyses means that little is known about the 
algorithm's performance in worst-case scenarios.  Understanding 
high-probability convergence is essential because it offers stronger 
guarantees regarding the performance of optimization algorithms.  
This gap in the theoretical understanding of SGDM motivates the 
present study, which aims to provide high-probability 
convergence and generalization bounds for SGDM.

In this paper, we advance the understanding of SGDM by 
deriving high-probability convergence bounds that align with 
established in-expectation results.  Importantly, we also introduce 
generalization bounds for SGDM, which, to our knowledge， are 
the first to be proposed for SGDM.  By addressing both 
convergence and generalization, we not only illuminate the 
algorithm’s effectiveness in practice but also elucidate the superior 
characteristics of two recently proposed SGDM algorithms, 
which have garnered attention in the machine learning community.
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