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关于二部图谱聚类泛化性的研究
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(国防科技大学计算机学院 长沙 410073)

 

摘 要 谱聚类算法是一种重要的聚类算法,能够在多种应用场景中取得理想的聚类效果,但较高的计算复杂度

限制了其在大规模数据集上的应用。为了提高计算效率,研究者开发了二部图谱聚类算法。具体来说,此类方法

仅选取部分训练集作为锚点集,并利用整个训练集和锚点集构建二部图,再利用该二部图进行近似的谱聚类。然

而,这类方法存在以下三个没有被充分研究的问题:一是二部图谱聚类算法是否具备泛化性;二是如何快速获取训

练集外顶点的低维嵌入;三是如何选择锚点数规模,使算法达到统计精度和计算开销的最佳平衡。针对上述三个

问题,本文先是建立了谱聚类泛化分析的框架,并根据谱聚类的一致性,推导了标准NCut算法的泛化风险上界和

额外风险上界。接着,本文分析了针对标准 NCut的一种近似算法的泛化性,即基于 Nyström方法的二部图谱聚

类算法。根据所得到的二部图谱聚类的泛化理论,本文提出了一种能够快速获取训练集外顶点低维嵌入的算法。

此外,本文还通过上述理论提出了一种锚点数选择的策略,即锚点数为Θ(n)时,算法达到统计精度与计算效率

的最佳平衡。最后,本文在基准数据集上验证了所提出算法的有效性和理论结果的正确性。
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Abstract Spectral
 

clustering
 

is
 

an
 

important
 

clustering
 

algorithm
 

that
 

achieves
 

desirable
 

cluste-
ring

 

performance
 

in
 

various
 

application
 

scenarios.
 

However,
 

its
 

high
 

computational
 

complexity
 

limits
 

its
 

applicability
 

to
 

large-scale
 

datasets.
 

To
 

improve
 

computational
 

efficiency,
 

researchers
 

have
 

developed
 

spectral
 

clustering
 

algorithms
 

on
 

bipartite
 

graphs.
 

Specifically,
 

these
 

methods
 

se-
lect

 

only
 

a
 

subset
 

of
 

the
 

training
 

set
 

as
 

an
 

anchor
 

set
 

and
 

construct
 

a
 

bipartite
 

graph
 

using
 

the
 

whole
 

training
 

set
 

and
 

the
 

anchor
 

set,
 

performing
 

approximate
 

spectral
 

clustering
 

on
 

the
 

bipartite
 

graph.
 

However,
 

there
 

are
 

three
 

issues
 

with
 

such
 

methods
 

that
 

have
 

not
 

been
 

thoroughly
 

stud-
ied:

 

(1)
 

whether
 

the
 

spectral
 

clustering
 

algorithm
 

on
 

bipartite
 

graph
 

possesses
 

generalization
 

a-
bility;

 

(2)
 

how
 

to
 

efficiently
 

obtain
 

low-dimensional
 

embeddings
 

for
 

the
 

out-of-sample
 

points;
 

(3)
 

how
 

to
 

determine
 

the
 

scale
 

of
 

anchor
 

number
 

to
 

obtain
 

the
 

optimal
 

trade-off
 

between
 

statisti-
cal

 

accuracy
 

and
 

computational
 

efficiency.
 

To
 

address
 

the
 

above
 

three
 

issues,
 

this
 

paper
 

first
 

es-
tablishes

 

a
 

framework
 

for
 

analyzing
 

the
 

generalization
 

of
 

spectral
 

clustering
 

and,
 

based
 

on
 

the
 

consistency
 

of
 

spectral
 

clustering,
 

derives
 

the
 

upper
 

bounds
 

of
 

both
 

the
 

generalization
 

risk
 

and
 

the
 

excess
 

risk
 

of
 

the
 

standard
 

NCut
 

algorithm.
 

Then,
 

this
 

paper
 

also
 

analyzes
 

the
 

generalization
 

ability
 

of
 

an
 

approximation
 

algorithm
 

for
 

the
 

standard
 

NCut,
 

i.e.,
 

the
 

Nyström-based
 

spectral
 



clustering
 

algorithm
 

on
 

bipartite
 

graph.
 

Based
 

on
 

the
 

derived
 

generalization
 

theory
 

for
 

spectral
 

clustering
 

on
 

bipartite
 

graph,
 

this
 

paper
 

proposes
 

an
 

algorithm
 

that
 

can
 

obtain
 

low-dimensional
 

embeddings
 

for
 

out-of-sample
 

points.
 

Furthermore,
 

a
 

theoretical
 

strategy
 

for
 

selecting
 

the
 

num-

ber
 

of
 

anchor
 

points
 

is
 

proposed,
 

revealing
 

that
 

when
 

the
 

number
 

of
 

anchor
 

points
 

is
 

Θ(n),
 

the
 

algorithm
 

achieves
 

the
 

optimal
 

trade-off
 

between
 

statistical
 

accuracy
 

and
 

computational
 

efficien-
cy.

 

Finally,
 

the
 

proposed
 

algorithm’s
 

effectiveness
 

and
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

theoretical
 

results
 

are
 

validated
 

on
 

benchmark
 

datasets.
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1 引 言

谱聚类[1]是一种基础的聚类算法,其基于数据

样本构建图矩阵,再利用特征分解获取顶点的低维

嵌入,最后利用顶点的低维嵌入得到最后的聚类结

果。因为谱聚类能够有效地处理线性不可分的数

据,在诸多学习任务中都有成功的应用,取得了非常

好的效果,例如:图像分割[2-3]、目标检测[4-5]、社区检

测[6-7]、基因表达分析[8-9]、语音分割[10-11]和多视图聚

类[12-16]等等。然而,谱聚类算法的计算复杂度高达

O(n3),其中n 为图矩阵的顶点数。这限制了谱聚

类算法在大规模数据集上的应用。
针对高计算复杂度的问题,研究者们发现谱聚

类中存在非常高的计算冗余,即不需要构建整个图

矩阵即能获得类似的聚类结果[17-20]。这些方法从

顶点集中选取部分顶点作为锚点,构建顶点与锚点

之间的二部图矩阵,再利用近似算法,在二部图上进

行近似的谱聚类算法。因此,在本文中,这类方法被

统称为二部图谱聚类算法。文献[17]和文献[18]在
构建二部图矩阵以后,利用邻居信息构建了顶点与

锚点间的邻接矩阵,最终通过近似全图矩阵的邻接

矩阵得到最终样本低维嵌入。而文献[19]则是利用

二部图矩阵直接近似全图的Laplacian矩阵来获得

低维嵌入。还有一类方法,则是基于 Nyström 方

法[20]。Nyström方法本是一种用于积分方程求数

值解的算法[21],后常用于加速核学习算法[22-23]。基

于Nyström方法的二部图谱聚类算法通过近似全

图矩阵以及相应的度矩阵,以达到近似标准谱聚类

算法的效果[20]。此类方法中,算法统计精度会随锚

点数减少而降低,但计算开销也会相应地降低,反之

亦然。这些方法自提出以后便在各个领域取得了重

要应用[24-27],有效实现了算法加速的同时,也保证

了一定的聚类效果。

上述方法虽然有效地对谱聚类进行了加速,使
计算复杂度从O(n3)降低至O(n),然而这些方法

还存在以下三个亟待解决的问题:一是缺乏必要的

理论保证,没有对算法的泛化性进行分析;二是难以

高效地获取训练集外顶点的低维嵌入;三是如何选

择锚点数规模,使算法达到统计精度和计算开销的

最佳平衡。本文试图对谱聚类算法中的NCut算法

及其二部图近似算法的泛化性展开研究,解决上述

三个问题。
泛化分析是统计学习理论中的重要领域,其旨

在衡量算法的经验解在整个空间上的表现。因为缺

少标签,聚类算法的泛化分析一直是一个非常困难

的课题。针对k 均值和核k 均值聚类算法,文献

[28]基于假设空间一致收敛的原则,利用Radema-

cher复杂度得到了O(k/ n)的额外风险界,其中

k为聚类簇数。文献[29]则将上述风险界改进至

O
~(k/n)①,并通过下界的匹配证明了所推导的上

界的最优性。对于投影聚类,文献[30]给出了此类

方法的泛化界。关于谱聚类算法的泛化分析,文献

[31]基于对U-统计量的研究,将点对累加转化为

单层累加的形式,并利用Rademacher复杂度给出

了谱聚类的泛化界。
本文先是建立了谱聚类算法的泛化理论框架,

定义了谱聚类的损失函数、经验损失和期望损失。
根据上述定义,还给出了泛化风险和额外风险的定

义,并利用谱聚类的一致性[32],推导出其泛化风险

和额外风险均有上界为O
~(k/n)。本文证明所使

用的方法,仅使用了基础的 Hoeffding不等式[33]以

及文献[32]所建立的谱聚类算法一致性结论,得到

了谱聚类的泛化界。本文所用的方法,相比于文献

[31]的方法,更为简单和直观。
接着,本文对基于Nyström方法的二部图谱聚
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~(·)隐藏了对数项,指隐藏了关于log(kn/δ)的多项式项。



类算法进行了泛化分析。本文先是给出了二部图谱

聚类对应的聚类指示函数,并依照前面所建立的理

论框架,对二部图谱聚类的泛化风险界进行了推导。
依照泛化风险界的结论,本文利用经验Laplacian算

子的经验特征函数,提出了一种能够快速计算训练集

外顶点低维嵌入的算法。此外,本文还推导了相应的

额外风险界,并据此给出了使统计精度和计算效率达

到最佳平衡的锚点规模。最后,本文还在数个基准数

据集上进行了综合的实验。实验首先测试了不同锚

点数与基于Nyström方法的二部图谱聚类算法对于

原算法的近似程度之间的关系,验证了所推导的额外

风险界的正确性。此外,本文还验证了所提出的快速

获取训练集外顶点低维嵌入算法的有效性。
本文的主要贡献总结如下:
(1)通过谱聚类一致性的结论,以一种更简洁直

观的方式推导出标准NCut谱聚类算法的泛化风险

界和额外风险界均为O
~(k/ n)(定理1)。

(2)给出了基于Nyström方法的二部图谱聚类

算法的聚类指示函数,推导出该方法的泛化聚类风

险界为O
~(k/ n)(定理2),并据此提出一种快速获

取训练集外顶点低维嵌入的算法。
(3)给出了基于Nyström方法的二部图谱聚类

算法的额外聚类风险界与锚点数之间的关系(定理

3),并且提供了一种锚点数选择方案,即锚点数为

Θ(n)时,能够使该方法达到最佳统计精度与计算

效率的平衡。

2 相关工作

符号系统和基本假设.本文在介绍相关工作之

前,先对本文相关的符号系统和假设进行介绍。本

文使用小写的粗体字母表示向量,大写的粗体字母

表示矩阵;用 · 表示范数:若a是向量,a 表示

向量2范数,a �表示无穷大范数,即向量a 所有

分量绝对值最大者;若A 是矩阵,A 为矩阵谱范

数,A F 为矩阵的Frobenius范数。用ρn(·)和

ρ(·)分别表示顶点集的经验分布函数和真实分布

函数。用χ 表示顶点集所属的空间。若矩阵A 可

逆,A-1 表示矩阵的逆;否则A-1 表示矩阵的伪逆。
设f,g 分别为两个函数,f(n)= O(g(n))表示

f(n)<cg(n),f(n)= O(g(n))表 示 f(n)≤
cg(n),f(n)= Θ(g(n))表示c1g(n)≤f(n)≤
c2g(n),其中c、c1、c2 为正常数。表1列出了符号

的基本说明。主要假设参考文献[32],即存在正常

数l,b,任意两个顶点x,y∈χ 的相似度函数满足

l≤W(x,y)≤b,且文中所涉及的矩阵均只有单重

特征值。

表1 符号的基本说明

符号 含义

小写粗体字母 向量

大写粗体字母 矩阵

ρn(·) 经验分布函数

ρ(·) 真实分布函数

a 向量a的2范数

a � 向量a的无穷大范数

A 矩阵A 的谱范数

A F 矩阵A 的Frobenius范数

o(·) 非渐近紧确上界

O(·) 渐近上界

O􀮨(·) 隐藏了对数项的渐近上界

Θ(·) 渐近紧确界

W(·,·) 相似度函数

χ 顶点空间

2.1 谱聚类

  谱聚类[1]主要分为两种,分别是Ratio
 

Cut(本
文简写为 RCut)和 Normalized

 

Cut(本文简写为

NCut)。根据研究谱聚类一致性的文献所述,相比

于RCut,NCut具备更好的统计性质[32],因此本文

主要以NCut为研究对象。NCut(松弛形式)的目

标式如下

1
2∑

n

i=1
∑
n

j=1
∑
k

t=1
W(xi,xj)(hit-hjt)2 (1)

其中设H ∈ n×k,hit 为位于矩阵H 第i行第t列的

元素;W(·,·)为相似度函数,本文设W(·,·)为高

斯核函数,即W(xi,xj)=exp(-‖xi-xj‖2/σ2),

σ 为核函数宽度参数。设D 为对角阵,其对角元素

为顶点的度djj =
1
n∑

n

i=1W(xi,xj),式 (1)满足

约束nHTDH=Ik 。令F= nD1/2H ,式(1)可转换

为如下矩阵形式:

1
ntr
(FTLF) (2)

其中L ∈ n×n 为 Laplacian矩阵,满足 L =In -
D-1/2WD-1/2,且F 满足FTF=Ik 。式(2)的最优解

为L 最小的k个特征值对应的特征向量F 。最终,

NCut得到聚类指示矩阵为H =
1
n
D-1/2F ,并在H

上执行标准的k 均值聚类算法,得到最终的聚类

结果。
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2.2 二部图谱聚类

  通过上一节的介绍可知,NCut存在一个无法

避开的问题,那就是较高的复杂度。由于需要构建

一个规模为n×n的Laplacian矩阵,所以空间复杂

度至少为O(n2)。后续还需要对L 进行特征分解,
其时间复杂度为O(n3)。当数据集顶点比较多时,
较高的复杂度将使谱聚类难以运行。为了降低复杂

度,文献[17-20]采用了二部图来近似全图的策略,
再设计能够在二部图上运行的谱聚类算法。

文献[17-18]先随机地从整个顶点集 {xi}ni=1 中

选出m 个锚点 {aj}mj=1,计算出二部图矩阵P ∈
n×m ,其元素可以表示为Pij =W(xi,aj)。接着,

文献[17-18]利用P 构造了邻接矩阵Z ∈ n×m ,其
元素为

Zij =
Pij

∑j∈ s(xi)
Pij

(3)

其中 s(xi)表示距离顶点xi 最近的s个锚点的索

引,即集合 Pij  m
j=1 中最大的s个元素的列角标。

整个相似度矩阵可用ZΛ-1ZT 进行表示,其中Λ为

对角矩阵,其第j个对角元素djj=∑
n

i=1Zij 。最后

可对ZΛ-1/2 进行奇异值分解,得到其前k 个最大奇

异值对应的左奇异向量,再将这些向量作为最后的

聚类指示矩阵得到最终的聚类结果。在文献[19]
中,二部图矩阵P 的构造如前所述,但其先计算出

由P 的行和与列和组成的对角矩阵D1 和D2。接

着,直接利用D-1/2
1 PD-1/2

2 对二部图P 进行标准化,
然后再求得其最大的k个左奇异向量作为聚类指示

矩阵。
上述两种方法最多需要存储一个n×m 维的矩

阵,故它们空间复杂度为O(nm);时间消耗最多的

地方是对一个n×m 维矩阵进行奇异值分解,其时

间复杂度最多为O(nm2)。当m ≪n 时,上述两种

方法能有效降低谱聚类的复杂度。然而,在这些方

法中,文献[17-18]中的方法并不是对原始的谱聚类

进行近似;而文献[19]的方法并没有对原Laplacian
矩阵进行有效地近似。可以看出,上述两种方法均

是基于直观而构造的算法,其获得的聚类指示矩阵

与原算法聚类指示矩阵的偏离程度是无法被估计

的,因此难以研究其统计意义上的近似效果。为此,
本文拟采用基于Nyström法二部图谱聚类算法[20],
并研究该方法的统计性质。下面先对Nyström法[34]

进行一个简要的介绍。

2.3 Nyström方法

  Nyström方法[34]常用于近似核矩阵,并且被应

用于加速核k均值聚类算法[35-36]。其方法的具体流

程如下,给定一个半正定矩阵W ∈ n×n ,对W 进行

列采样m 列构造矩阵P∈ n×m 。同时,设K∈ m×m

为对P 行采样m 行构造的矩阵,其中行采样的索引

对应上述m 列的索引。那么,W 可被PK+PT 近似,
文献[34]给出了 W -PK+PT

F 的误差上界。同

时,PK+1/2∈ n×m 的行向量可被看作样本的m 维的

表示,作为标准k均值聚类算法的输入,用于加速核

k均值聚类算法。相应地,文献[35]和文献[36]给
出了上述近似方法的聚类损失关于标准核k均值聚

类算法聚类损失的差异上界。Nyström 方法是一

种具备良好理论保证,且应用广泛的方法。

3 谱聚类泛化的理论框架及结论

本节先介绍谱聚类泛化分析的理论框架。评判

一个聚类算法好坏,除了看训练损失的大小,更重要

的是其在全空间上的表现。为此,需要对谱聚类的

聚类损失及聚类风险进行定义。为了研究全空间上

谱聚类算法的损失,需要先对期望版本的 NCut的

Laplacian算子进行定义。附录1对算子理论的基

础进行了基本介绍。首先,依照关于谱聚类一致性

的研究[32]所述,引入如下几个算子的定义。
定义1.谱聚类中的经验度算子与期望度算子

分别定义如下:

dn(x)=∫X
W(x,y)dρn(y),

d(x)=∫X
W(x,y)dρ(y)

(4)

  定义2.NCut的Laplacian算子。设经验的和

期望的标准化相似度函数分别为

Gn(x,y)=
W(x,y)

 
dn(x)dn(y)

,G(x,y)=
W(x,y)

 
d(x)d(y)

(5)

  那么NCut中的经验Laplacian算子Ln 和期望

Laplacian算子L 有如下定义:

Lnf(x)=f(x)-∫X
Gn(x,y)f(y)dρn(y),

Lf(x)=f(x)-∫X
G(x,y)f(y)dρ(y) (6)

  下面的命题给出了 NCut中 Laplacian矩阵

1
nL 和经验Laplacian算子Ln 的谱之间的关系。
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命题1.(文献[32]的命题9) 1nL 和Ln 拥有

相同的非0特征值。设第t个特征值为λ
︿
t ,那么

1
nL 第t个(t∈[n],按对应特征值大小升序排列)

的特征向量ft=[f1t,…,fnt]T 与Ln 的第t个特征

函数f
︿
t(·)有如下关系:

∀j∈ n  ,fjt=f
︿
t(xj)/ n,

∀x∈X,f
︿
t(x)=

1/n∑
n

j=1Gn(x,xj)f
︿
t(xj)

1-λ
︿
t

(7)

  设 期 望 的 Laplacian 算 子 L 的 特 征 值 为

λt  +�

t=1。根据文献[32]中的定理15(参见附录1),

可知随着n→+�时,有λ
︿
t→
a.s.

λt 。同时,由文献[32]
中的定理16及例1(参见附录1),可知存在一组无

穷序列{an}+�

n=1,其元素an =1或-1,使anf
︿
t→
a.s.

f*
t。

设L 中的特征对为 (λt,f*
t )  k

t=1。由聚类指示矩

阵H 与Laplacian矩阵L 的特征向量F 的关系可

知,相应的聚类指示函数为

H
︿
=h

︿
t  k

t=1,其中h
︿
t(x)=

f
︿
t(x)

 
dn(x)

(8)

  类似地,可知期望版本 NCut的聚类指示函

数为

H * =h*
t  k

t=1,其中h*
t (x)=

f*
t (x)

 
d(x)

(9)

  定义3.对于空间X 中任意两个顶点x 和y,谱
聚类的成对损失函数由下式定义

l(x,y,H)=∑
k

t=1
W(x,y)(ht(x)-ht(y))2

(10)
其中 H =ht(·)  k

t=1 为某组聚类指示函数。据此,

定义NCut的经验聚类风险R
︿(H)为

1
2n2∑

n

i,j=1
∑
k

t=1
W(xi,xj)(ht(xi)-ht(xj))2 (11)

  相应地,期望聚类风险为

R(H)=
1
2

ɢ
x,y ∑

k

t=1
W(x,y)(ht(x)-ht(y))2  

(12)

  注意到,在经验版本的NCut中,D1/2H 中的列

向量是单位正交的。类似地,期望版本的 NCut就

是要找到一组在空间χ 上聚类指示函数 {ht(·)}kt=1

使得R(H)最小,且 { d(·)ht(·)}kt=1 也满足在空

间X 上的单位正交约束。因此,式 (9)所述H * 恰

为满足上述约束,使得R(H)最小的解。据此,可
以定义谱聚类的泛化风险和额外风险。

定义4.泛化风险和额外风险。根据谱聚类的

经验聚类风险及期望聚类风险的定义,可以定义如

下NCut的泛化风险

R(H
︿)-R

︿(H
︿) (13)

其中 H
︿

为某组聚类指示函数,一般通过经验算法得

到。相应地,H
︿

的额外风险为

R(H
︿)-R(H *) (14)

上述泛化风险是衡量学习算法得到的参数在整个顶

点空间上的表现是否能够接近在训练集上的表现。
泛化风险越小,就说明算法的泛化性能越好。而额

外风险是用于衡量学习算法得到的参数和整个顶点

空间中最优参数的差异。额外风险越小,就说明经

验参数能够更好地近似整个顶点空间中的最优参

数。本文首先给出如下NCut的泛化风险界和额外

风险界。
定理1.由经验NCut算法得到的聚类指示函数

H
︿ (如式 (8)所示)的泛化风险和额外风险均有上

界O
~(k/ n)。
注释.本文利用 NCut谱聚类中特征函数具备

一致性的性质,首先给出了 NCut算法的泛化风险

和额外风险界。具体的证明过程请见附录2。这个

定理所述的泛化风险界说明,随着n变大,经验聚类

指示函数的泛化性会越来越好。与此同时,定理所

述的额外风险界说明,经验聚类指示函数会随着n
变大,更加接近最优的聚类指示函数。该定理从理

论上证明了NCut算法具备良好的泛化性。该定理

的证明参见附录2。

4 二部图谱聚类算法及泛化分析

本节的第一部分先对基于 Nyström方法的二

部图谱聚类算法进行介绍,并给出其相应的聚类指

示函数。接着,本节推导了该方法的泛化聚类风险

上界,并据此给出了一种能够快速获取训练集外顶

点低维嵌入的方法。本节还推导了该方法的额外聚

类风险上界,并给出了一种锚点规模选择的策略。

4.1 基于Nyström的二部图谱聚类算法

  Nyström方法常用于加速核学习算法,并且具

备统计理论保证,故本文选用该方法对二部图进行

处理。NCut中,要对L=In-D-1/2WD-1/2 进行特征

分解,取L 最小的k 个特征值对应的特征向量,即
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D-1/2WD-1/2 最大的k个特征值对应的特征向量F 。
下面利用二部图对D-1/2WD-1/2 进行近似。

根据2.2节的描述,假设已经随机选取了m 个

锚点,并且利用这m 个锚点与整个顶点集构建了二

部图矩阵P∈ n×m 。与此同时,构建锚点与锚点之

间的图矩阵K ∈ m×m ,即按照锚点索引对P 行采

样得到的矩阵。对锚点间的图矩阵特征分解,即

K=UΣUT 。接着,可用PUΣ-1UTPT 近似全部顶点集的

图矩阵W,顶点集的度可由D
~
=diag(

PUΣ-1UTPT1n

n
)进

行近似。此处为了降低存储复杂度,并不直接计算

出上述对角矩阵,而是仅利用一个n 维向量存储其

对角元素。最后,对D
~-1/2PUΣ-1/2进行特征分解,取

其最大的k 个左奇异值对应的奇异向量F
~

作为F

的近似。再令H
~

=D
~-1/2F

~
为聚类指示矩阵的近似,

作为标准k均值聚类算法的输入,获取最终的聚类

结果。其算法流程如算法1所示。
算法1.基于Nyström的二部图谱聚类算法

输入:顶点集 {xi}ni=1,锚点集 {aj}mj=1,聚类簇数k,高斯核

宽度参数σ
输出:聚类结果

1. 利用高斯核函数计算出顶点集与锚点集的二部图矩阵

P,以及锚点集之间的图矩阵K

2. 对K 进行特征分解,即K =UΣUT 。通过

       D
~

=diag(
PUΣ-1UTPT1n

n
)

计算顶点集近似的度矩阵,设其第i个元素为d
~
ii

3. 计算矩阵PUΣ-1/2

4. FOR∀i=1,…,n
 

DO

5. 计算D
~-12PUΣ

-12(i,:)=PUΣ
-12(i,:)/

 􀭾dii

6. END
 

FOR

7. 对D
~-1/2PUΣ-1/2进行奇异值分解,得到其前k个最大奇

异值对应的左奇异向量F
~

8. FOR∀i=1,…,n
 

DO

9. 计算H
~(i,:)=F

~(i,:)/
 􀭹dii

10. END
 

FOR

11. 对H
~

进行标准的k均值聚类,得到最终的聚类结果

下面对上述算法的时间复杂度进行分析。第1
步,求二部图矩阵需要计算每个顶点和每个锚点的

欧氏距离,其时间复杂度为O(mnd),其中d 为数

据维度;第2步,对锚点集之间的图矩阵进行特征分

解的时间复杂度为O(m3);第3步,计算顶点集近

似的度向量,要进行多次矩阵乘法,其最高的时间复

杂度为O(nm);第4步,计算D
~-1/2PUΣ-1/2 需要先

进行两次矩阵乘法,再按行进行除法,上述时间复杂

度为O(nm);第5步,对维度为n×m 的矩阵进行

奇异值分解,相应的时间复杂度为O(nm2);第6
步,计算聚类指示矩阵,需要逐行进行除法,时间复

杂度为O(nm);第7步,执行标准的k 均值聚类算

法,时间复杂度为O(nmkT),其中T 为k 均值聚

类算法迭代次数。可以看出,在上述过程中,当样本

n 远远大于m、d、T、k 时,整个算法的时间复杂度

与n 是线性相关的,因此该方法可以应用于大规模

数据集。

4.2 二部图谱聚类算法的泛化分析

  这一部分对算法1的泛化性进行分析。可知算

法1近似的Laplacian矩阵有如下形式

1
nL

~
n =
1
n
(In -D

~-
1
2PUΣ-1UTPTD

~-
1
2) (15)

  类似于第3节的描述,先给出上述Laplacian矩

阵对应的经验算子L
~

n 。可以看出在算法1中,标
准NCut的相似度函数是由

􀮈W(x,y)=∑
m

i,j=1
W(x,xi)K

~
ijW(xj,y) (16)

所近似的,其中K
~

ij 是位于矩阵K-1的第i行第j列

的元素。相应地,算法1的标准化的相似度矩阵为

G
~

n(x,y)=
T
~(x,y)

 􀭾dn(x)􀭾dn(y)
(17)

其中􀭾dn(x)=
1
n∑

n

i=1
􀮈W(x,xi)。据此,可知算法

1对应的经验Laplacian算子为

L
~
nf(x)=f(x)-∫X

G
~
n(x,y)dρn(y) (18)

  因此,
 1
nL

~
n 的特征向量和L

~
n 的特征函数,有如

下对应关系

∀j∈ n  ,􀭾fjt=􀭾ft(xj)/ n,

∀x∈X,􀭾ft(x)=
∑

n

j=1G
~

n(x,xj)􀭾ft(xj)

nσ
~2
t

(19)

其中σ
~
t 为D

~-1/2PUΣ-1/2 第t大的奇异值。
与此同时,相应的聚类指示函数有如下形式

H
~
=􀭹ht  k

t=1,其中􀭹ht(x)=􀭾ft(x)/
 􀭾dn(x)

(20)
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  依照定义4所述,本节给出算法1得到的聚类

指示函数的泛化风险R(H
~)-R

︿(H
~)和额外风险

R(H
~)-R(H*)的上界,分别如定理2和定理3

所示。
定理2.由算法1、式 (19)和式 (20)得到的聚

类指示函数 H
~

的泛化风险上界为O
~(k/ n)。

注释.上述泛化风险界说明,基于 Nyström 方

法的二部图谱聚类算法具备较好的泛化性,并不会

因为是对NCut的聚类指示函数的近似而影响其在

整个空间上的表现。据此,本文给出了一种能够快

速获取训练集外顶点外的低维特征的方法,该方法

可以避免重复的奇异值分解,如算法2所示。该定

理的证明参见附录3。
算法2.快速计算训练集外顶点k维嵌入的算法

输入:通过算法1得到的前k个奇异值 {σ~t}kt=1,对应的左奇

异向量 {ft}kt=1,相似度函数W􀮨(·,·),标准化的相似度函数

G
~
n(·,·),空间中任意顶点x

输出:顶点x 的k维嵌入

1. FOR∀t=1,…,k
 

DO

2. 计算

     f
~
t(x)=

∑
n

j=1G
~
n(x,xj)f

~
t(xj)

nσ~2t
,

其中f
~
jt 为ft 第j个分量

3. 计算近似的度函数

     d
~
n(x)=

1
n∑

n

i=1
W
~(x,xi)

4. 计算近似的聚类指示函数

     h
~
t(x)=f

~
t(x)/

 

d
~
n(x)

5. END
 

FOR

6. 返回:顶点x 的k维嵌入 h
~
1(x),…,h

~
k(x)  

定理3.设γ 是一个正数且γ∈ [1,n],当从顶

点集中均匀采样的锚点数为m=Θ(n
γε2
)时,算法1

所得的聚类指示矩阵的额外风险有上界如下

R(H
~)-R(H *)≤O

~( kγ
n(1-ε)+

k
n
)(21)

  注释.从上述额外风险界可以看出,γ 越大,采
样的锚点数就越少,于是额外风险界就会更大;随着

γ 变小,当γ=Θ(n)时,m=Θ(n/ε2),此时额外

风险达到O
~(k/ n)。因受标准NCut额外风险的

影响(定理1),当γ=o(n),上述风险界再也不会

受γ 的变小而变得更紧。此外,根据前面关于计算

复杂度的分析,随着锚点变多,计算复杂度会更高。

因此,可以看出,取γ=Θ(n),即m =Θ(n/ε2)
时,算法可以实现统计精度与计算效率的最佳平衡。
该定理的证明参见附录4。

5 实 验

本节主要通过实验证明所提推导的定理的

正确性和所提出算法的有效性。在实验中,主要

用 到 了 四 个 大 规 模 数 据 集:一 是 著 名 的

MNIST60K手 写 数 据 集[37],其 包 含 顶 点 数 为

60000,实验将其分为50000个顶点组成的训练

集和10000个顶点组成的测试集,该数据集维度

为784 维,共 有 10 个 类;二 是 Winnipeg数 据

集[38],其由光学和 PolSAR遥感图像所组成,是
从 Winnipeg一个农业区附近收集的具有时间、光谱、
纹理和极化特征等维度的农田数据集。Winnipeg有

174个特征维度,由325834个顶点组成,在实验过程

中,这些顶点被分为了由293254个顶点组成的训练

集和32580个顶点组成的测试集;三是CIFAR10[39],
其为一个图片数据集。它由60000个顶点组成,实验

将其分为50000个顶点组成的训练集和10000个顶

点组成的测试集;四是EMNIST[40],是手写数据集

MNIST60K的扩展,其有240000个顶点,实验将其分

为由216000个顶点的训练集和24000个顶点组成的

测试集。本实验将四个数据集的所有特征都进行了

标准化处理,使其数值的绝对值都在区间 0,1  中。

5.1 二部图额外聚类风险上界的实验验证

  第一个实验主要是用于验证定理3中所述的结

论,亦即二部图谱聚类的额外聚类风险界与锚点数

m 之间的关系。由于无法获取数据集所属的整个

顶点空间,因此,本文先在训练集上获取如算法2所

述聚类指示函数 H
~ (由式 (19)和式 (20)所得),再

用这些聚类指示函数在测试集上的经验误差代替泛

化误差,即

R
︿
t(H

~)=
1
2n2

t
∑
nt

i,j=1
∑
k

t=1
W(zi,zj)(h

~
t(zi)-h

~
t(zj))2

(22)

其中 zi  
nt
i=1 为测试集,

 

nt 为测试集顶点数。对于

最优的泛化误差,本文直接在测试集上运行标准的

NCut算法,获取其聚类指示函数 H * ,再计算出相

应的最优泛化误差R
︿
t(H *)。最后,利用R

︿
t(H

~)-
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R
︿
t(H *)来代替额外聚类风险。此外,本文还记录

了相应的聚类结果随着锚点数增加而发生的变化。
本文采用常用于评价聚类结果的标准化互信息

(Normalized
 

Mutual
 

Information,
 

NMI)。来验证

算法1在训练集上的聚类表现,设样本真实标签为

Y=yi  n
i=1,算法的预测标签为Y

︿
=y

︿
i  n

i=1,其具体

的定义为

NMI(Y,Y
︿)=

2I(Y,Y
︿)

H(Y)+H(Y
︿)

(23)

其中 H(·)为交叉熵函数,I(Y,Y
︿)=H(Y)-

H(Y|Y
︿ )为互信息函数。NMI取值范围在 0,1  中,

且越接近于1,说明聚类效果越好。在实验中,参照

文献[35],实验中高斯核宽度参数σ2 取训练集顶点

间距离平方的平均,即

σ2=
1
n2∑

n

i,j=1
xi-xj

2 (24)

  对于数据集 MNIST60K和 CIFAR10,本 文

使锚点 数 在 10:10:240  中 取 值;对 于 数 据 集

Winnipeg 和 EMNIST,本 文 使 锚 点 数 在

25:25:500  中取值。为了减少随机性的影响,
本文对相同的锚点数,采用不同随机种子,重复

实验30次。在四个数据集上的实验结果如图1
所示。图1蓝色曲线记录了算法1额外聚类风

  

险随着锚点数增加的变化趋势,其值为30次实

验的平均值。可以看出,随着 m 的增加,额外聚

类风险下降非常快,呈现出O 1
m  的变化趋势,

由于 m = Θ
n

γε2  ,这 与 定 理3所 述 上 界 中 的

O
~ kε2

m(1-ε)  项基本吻合。为了更直观地反映

聚类性能随锚点数增加的变化趋势,图1还将每

个数据集等于Θ(n)的锚点数位置用黑色虚线

标出(其中数据集 Winnipeg的 n 超过500,故未

标出)。从数据集 MNIST60K的实验结果可 以

看出,
 

当m ≈ n 时,算法的额外聚类风险随着

m 的增加不再明显下降。而从其他三个数据集

可以看出,在m 明显小于 n 时,
 

算法的额外聚

类风险便随着 m 的增加不再明显下降。上述观

察充分说明了定理3的正确性。同时,从图1中

各子图的红色曲线也可以看出聚类结果随着锚

点数的增加逐渐变好,并在逐步趋于稳定。综上

所述,二部图锚点数仅需取Θ(n)即可达到令

人满意的效果,这给相关二部图算法的锚点数选

择提供了重要的参考依据。

图1 在四个数据集上,算法1的额外聚类风险和NMI随着锚点数增加的变化趋势
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5.2 算法2的实验验证

  第二个实验主要用于验证算法2对于获取训练

集外顶点的低维嵌入的高效性和有效性。本实验先

在测试集上获取算法2所需的参数,将测试集视为

训练集外的顶点,并通过算法2获取其低维嵌入,并
记录算法所消耗的时间,以及利用这些低维嵌入获

取的聚类结果。同时,本文还做了相关对比实验,即
将测试集的顶点重新代入算法1,用以获取相应的

低维嵌入,同时记录相应的运行时间和聚类结果。
根据第一个验证额外风险上界的实验结果,在

第二个实验中,锚点数取 n  ,并重复实验30次

取平均值。四个数据集的实验结果分别记录在表2
至表5中。

表2 算法2在 MNIST60K测试集上的聚类效果和运行时间

快速嵌入
(算法2)

标准嵌入
(算法1)

加速比率

NMI 0.4827±0.0091 0.4872±0.0081
时间(s) 0.6445±0.1886 2.9187±1.6383 ×4.52

表3 算法2在 Winnipeg测试集上的聚类效果和运行时间

快速嵌入
(算法2)

标准嵌入
(算法1)

加速比率

NMI 0.4834±0.0183 0.4731±0.0151
时间(s) 3.2314±0.1426 13.8387±0.5992 ×4.28

表4 算法2在CIFAR10测试集上的聚类效果和运行时间

快速嵌入
(算法2)

标准嵌入
(算法1)

加速比率

NMI 0.7927±0.0148 0.8023±0.0115
时间(s) 0.3800±0.0873 1.3050±0.2441 ×3.43

表5 算法2在EMNIST测试集上的聚类效果和运行时间

快速嵌入
(算法2)

标准嵌入
(算法1)

加速比率

NMI 0.4331±0.0037 0.4336±0.0057
时间(s) 3.2562±0.3159 13.8659±0.9599 ×4.25

  从表2、表3、表4和表5可以看出,算法2所提

出的快速嵌入法只需要更少的时间即可获取聚类效

果相似的训练集外顶点的低维嵌入,比标准嵌入方

法要快数倍。这充分说明了算法2的有效性和高

效性。

6 本文的局限与展望

本文给出了锚点为均匀采样的情况下,基于

Nyström方法的二部图谱聚类泛化界。均匀采样

是最常用的采样手段,然而该方法具有一定的“盲目

性”,在一定场景下会失效。例如,当类别不均衡时,
有一些类顶点数量比较少,均匀采样会可能导致锚

点集不含该类别的顶点。在这种情况下,就要用到

基于重要性采样的手段[41-45]。这类方法旨在根据

每个样本计算出其岭杠杆得分,具体如下

l(xi)=(W(W +λnIn)-1)ii (25)
其中λ 为超参数。上述岭杠杆得分的取值范围在

[0,1]之间,是顶点重要性的一种反映。接着,令采

样概率为

p(xi)=
l(xi)

∑
n

i=1l(xi)
(26)

并依照上述概率采样m 个锚点,可以采样具备更好

统计性质的锚点集。然而,利用式(25)进行岭杠杆

得分的计算需要得到完整的图矩阵并进行求逆的运

算,这利用锚点进行加速的思想背道而驰。因此,文
献[41-45]均采样了不同的方式,对岭杠杆得分进行

了近似计算,以较低的复杂度得到了近似的岭杠杆

得分。上述方法在核学习算法以及矩阵近似中取得

了非常好的效果。然而,在二部图谱聚类中,上述锚

点选择法能否取得更好的效果,即用更少的锚点数

取得更好近似效果,尚属未被研究的问题。
此外,本文所研究的方法仅能处理单个视图,而

现实中的数据往往具备多个视图,例如:建筑图纸中

同一个建筑有正视图、俯视图和侧视图等三个角度

的描述;同一个网页有网址、文本和视频等不同模态

和视图的描述。为了处理多视图数据,研究者基于

二部图谱聚类开发了大规模多视图谱聚类算法[46-51],
取得了巨大的成功。在这类算法中,往往会引入视图

系数,因此也会有不同的优化方法[49-50],这会对此类

方法的泛化分析造成较大的困难。如何在考虑视图

系数以及不同优化方法的情况下,对基于二部图的

多视图谱聚类进行泛化分析,也是未来值得研究的

一个方向。

7 总 结

本文先是建立了谱聚类泛化分析的框架。基于

谱聚类一致性的性质,本文对标准 NCut谱聚类算

法进行了泛化分析,证明了其泛化风险上界和额外

风险 上 界 均 为 O
~(k/n)。接 着,本 文 对 基 于

Nyström方法的二部图谱聚类进行了泛化分析,并
得到了其关于锚点数规模的泛化上界。基于上述理

论结果,本文给出了一种最优锚点规模的选择方案,
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即锚点规模为Θ(n)时,二部图谱聚类算法达到统

计精度和计算效率的最佳平衡。此外,本文还提出

了一种能够快速计算训练集外顶点低维嵌入的算

法。最后,本文还进行了综合实验,实验结果分别证

明了上述理论的正确性以及算法的有效性。
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附录1.预备知识
为了更好地阐述文中定理的证明过程,先对一些

基础的数学知识进行介绍,主要有集中不等式、算子

基础理论、核函数理论和谱聚类一致性等四个方面。
集中不等式。集中不等式描述了随机变量是否

集中在某个固定值附近。著名的集中不等式包括

Markov不等式、Chebyshev不等式、Hoeffding不等

式[33]和Bernstein不等式等等。这些不等式在不同

的领域都有重要应用,尤其在统计学习理论领域,起
到了非常关键的作用。本文主要探讨的是经验聚类

损失和期望聚类损失之间的差异,在证明过程中,主
要应用的集中不等式是 Hoeffding不等式,其具体

描述如下。
定理4(Hoeffding不等式[33]).

  

设 zi  n
i=1 为n

个独立同分布的一维随机变量,且对于每个zi ,都
有zi ∈ [a,b]。设μ =E[zi],那么对于任意的

ε>0,都有

Pr(1n∑
n

i=1
zi-μ>ε)≤exp(-

2nε2

(b-a)2
)

(27)

Pr(μ-
1
n∑

n

i=1
zi >ε)≤exp(-

2nε2

(b-a)2
)

(28)

  算子基础理论。在此,对泛函分析中的算子理

论进行简要的介绍。算子是定义在函数空间上的运

算,最常见的就是线性算子。当有限维空间的维度

趋向于无穷大时,该空间可以被看作是函数空间。
换言之,函数可以看作是维度无穷大的向量,而n维

向量中的元素则可以看作是函数在n 个点上的取

值。比如,对于某个向量 [f(x1),…,f(xn)]T ,函
数f 可以看作是该向量在函数空间上的延拓,而该

向量可以看作是函数f 在n 个点上的限定。

于是,相似度矩阵 1
nW 可以看作是 n → n 上

的一个线性算子。设 1
nW 作用在向量 [f(x1),…,

f(xn)]T 上,则有

1
nW f(x1),…,f(xn)  T=

1
n∑

n

i=1W1if(xi),…,
1
n∑

n

i=1Wnif(xi)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 T

(29)
其中Wji 为矩阵W 第j行第i列的元素,即W(xj,

xi)。当n→ �时,训练集 xi  n
i=1延拓成了全空间

X ,上式第j个元素可以写成

lim
n→�

1
n∑

n

i=1Wjif(xi)=∫X
W(xj,x)f(x)dρ(x)

(30)

可以看出,当n → �,1
nW 变成了连续函数空间

C(X)中的积分算子Lw ,其定义如下

Lw:C(X)→C(X),Lwf(y)=

∫X
W(y,x)f(x)dρ(x) (31)

将式(31)中 在 X 空 间 上 的 积 分 限 定 在 训 练 集

xi  n
i=1 上时,则可定义如下经验算子

L
︿

w:C(X)→C(X),L
︿

wf(y)=

∫X
W(y,x)f(x)dρn(x) (32)

其中ρn 表示与 xi  n
i=1 有关的经验分布。

算子Lw,L
︿

w 和 1
nW 之间的特征函数和特征值

有着广泛的联系,关于上述三个算子的谱性质可以

参考文献[32]和文献[52]。
核函数理论。本文主要用高斯核函数作为顶点

间的相似度函数,因此用到一些核函数的基本理论,
具体如下。

定理5(核函数的性质[53]).存在某个 Hilbert
空间 ,使得定义在X 上的核函数W(·,·):X ×
X → 可以写成如下 上内积的形式

W(x,y)=<φ(x),φ(y)> (33)
其中ϕ(x)为 上的元素,因此ϕ(x)又被称为x
的特征映射。

谱聚类一致性。下面对NCut的特征值和特征

函数的一致性进行介绍,主要由如下两个定理给出。
为了描述简洁,本文仅截取了文献[32]中定理15和

定理16的关键部分。
定理6(NCut特征值一致性,文献[32]中定理

15) 设μ(K)为某个算子 K 的特征值组成的集

合。令λ 为期望Laplacian算子L的特征值,M 为

λ 的某个开邻域,使得 M ∩μ(K)=λ。那么对于

序列 (λn)n∈N ,且λn ∈μ(Ln)∩M ,有λn→
a.s.

λ。
定理7(NCut特征函数一致性,文献[32]中定

理16及例1) 在上述定理中,设λn 对应的特征函

数为un,λ 对应的特征函数为u,那么存在序列

(an)n∈N ,其中an ∈ {-1,1}使得

anun -u �≤
c
n

(34)

其中c为某个大于0的常数。
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附录2.
 

定理1的证明
定理1的证明将分为以下两部分,第一部分证

明了泛化风险的上界,第二部分则是关于额外风险

的上界。
证明.(泛化风险上界)本文将多次利用 Hoef-

fding不等式证明此定理,首先对h
︿
t 的有界性进行讨

论。由于期望Laplacian算子的某个特征函数f*
t 在空

间χ 上满足单位约束,即∫(f*
t (x))2dρ(x)=1。因

此,对于任意的x∈χ,|f*
t (x)|必然有界。另外,

随着n→ �,f
︿
t→f*

t ,可知f
︿
t 在空间χ 上也是有界

的.因此,h
︿
t(x)=f

︿
t(x)/

 
dn(x)必然有界,设其

上界为b。
由于W(·,·)具备对称性,可对R

︿(H
︿)进行如

下分解

R
︿(H

︿)=
1
n2∑

n

i,j=1
∑
k

t=1
W(xi,xj)h

︿2
t(xi)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
1

-
1
n2∑

n

i,j=1
∑
k

t=1
W(xi,xj)h

︿
t(xi)h

︿
t(xj)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
2

(35)

  同理,可对R(H
︿)进行如下分解

   R(H
︿)=∑

k

t=1∬W(x,y)h
︿2
t(x)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
1

-∬∑
k

t=1
W(x,y)h

︿
t(x)h

︿
t(y)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
2

(36)

下面先给出 1- 1 的上界。可知 1 可以进行如下

表示
 

1 =
1
n∑

n

i=1∑
k

t=1dn(xi)h
︿2
t(xi)。与此同

时,可知 1=∑
k

t=1∫d(x)h︿2t(x)。
对于任意的x,y∈χ ,由W(x,y)h

︿2
t(x)≤b2,

可由Hoeffding不等式知下式以1-δ的概率成立,

d(x)h
︿2
t(x)≤dn(x)h

︿2
t(x)+b2

 
log(1/δ)
2n

(37)
由联合界,可知下式以1-δ 的概率成立,

  1n∑
n

i=1
∑
k

t=1
d(xi)h

︿2
t(xi)

≤
1
n∑

n

i=1
∑
k

t=1
dn(xi)h

︿2
t(xi)+kb2

 
log(kn/δ)
2n

(38)
此外,由Hoeffding不等式,可知下式以1-δ 的概

率成立,

∫d(x)h︿2t(x)≤ 1n∑
n

i=1
d(xi)h

︿2
t(xi)+b2

 
log(1/δ)
2n
(39)

因此,可知下式以1-δ 的概率成立,

  ∑
k

t=1∫d(x)h
︿2
t(x)

≤
1
n∑

n

i=1
∑
k

t=1
d(xi)h

︿2
t(xi)+kb2

 
log(kn/δ)
2n

(40)
结合式(38)和式(40),可知

1- 1 ≤2kb2
 
log(2kn/δ)

2n
(41)

成立的概率至少为1-δ。
下面给出 2- 2 的上界。核函数可以表示为

某个Hilbert空间中的内积。因此,对于任意两个

顶点x,y∈χ ,有W(x,y)=<φ(x),φ(y)>,其中

φ(·)为Hilbert空间对应的特征映射。可知

2=∑
k

t=1

1
n∑

n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi),

1
n∑

n

j=1
φ(xj)h

︿
t(xj)

(42)
以及

2=∑
k

t=1∫φ(x)h
︿
t(x)dρ(x),∫φ(y)h︿t(y)dρ(y)

(43)

  对于 Hilbert空间中任意向量u,满足 ‖u‖
≤b,易知 <φ(x)h

︿
t(x),u>≤b2。由 Hoeffding不

等式可知,下式至少以1-δ 的概率成立,

  u,∫φ(x)h︿t(x)dρ(x)
≤u,1n∑

n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi)+b2

 
log(1/δ)
2n

(44)

由u 的任意性,可得对于任意的t∈ [k],

 1n∑
n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi),∫φ(x)h︿t(x)dρ(x)

≤
1
n∑

n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi),

1
n∑

n

j=1
φ(xj)h

︿
t(xj)

+b2
 
log(1/δ)
2n

(45)

以至少1-δ 的概率成立。
类似地,可知下式至少以1-δ 的概率成立,

  ∫φ(x)h︿t(x)dρ(x),∫φ(y)h︿t(y)dρ(y)
≤ <∫φ(x)h︿t(x)dρ(x),1n∑

n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi)>
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+b2
 
log(1/δ)
2n

=<
1
n∑

n

i=1
φ(xi)h

︿
t(xi),∫φ(x)h︿t(x)dρ(x)>

+b2
 
log(1/δ)
2n

(46)

结合式(45)和式(46),由联合界,可知下式至少以

1-δ 的概率成立,

2- 2 ≤2kb2
 
log(2kn/δ)

2n
(47)

最后,结合式(41)和式(47),可知

R(H
︿)-R

︿(H
︿)≤4kb2

 
log(4kn/δ)

2n
(48)

以至少1-δ 的概率成立。

证明.(额外风险上界)设f
︿
t,f*

t 均有上界为

b。根据文献[32]的定理16及例1,可知存在常数

c>0,及关于n 的数列 (an)n ,其中an∈{1,-
1},有

‖anf
︿
t-f*

t ‖� ≤
c
n

(49)

接着,对于任意的x ∈χ ,可知

 h
︿2
t(x)-(h*

t (x))2

=
f
︿2
t(x)

dn(x)
-
(f*

t (x))2

d(x)

=
f
︿2
t(x)d(x)-(f*

t (x))2dn(x)
dn(x)d(x)

≤
(f
︿2
t(x)-(f*

t(x))2)d(x)+(f*
t(x))2(d(x)-dn(x))

l2

(50)
由于

  f
︿2
t(x)-(f*

t (x))2

≤ anf
︿
t(x)-f*

t (x)· anf
︿
t(x)+f*

t (x)

≤2b‖anf
︿
t-f*

t ‖� ≤
2bc
n

(51)

且由Hoeffding不等式,易知下式以至少1-δ的概

率成立

d(x)-dn(x)≤
 
log(1/δ)
2n

(52)

将式(51)和式(52)代入式(50),可知下式以至少

1-δ 的概率成立

 h
︿2
t(x)-(h*

t (x))2

≤
1
l2
(2bc
n

+b2
 
log(1/δ)
2n

) (53)

  此外,对于任意的x,y∈χ ,有
 h

︿
t(x)h

︿
t(y)-h*

t (x)h*
t (y)

=
f
︿
t(x)f

︿
t(y)

 
dn(x)dn(y)

-
f*

t (x)f*
t (y)

 
d(x)d(y)

=
f
︿
t(x)f

︿
t(y)

 
d(x)d(y)-f*

t(x)f*
t(y)

 
dn(x)dn(y)

 
d(x)d(y)dn(x)dn(y)

≤
(f
︿
t(x)f

︿
t(y)-f*

t (x)f*
t (y))

 
d(x)d(y)

l2

+
f*

t (x)f*
t (y)(

 
d(x)d(y)-

 
dn(x)dn(y))

l2

(54)
由于

 f
︿
t(x)f

︿
t(y)-f*

t (x)f*
t (y)

=(anf
︿
t(x)-f*(x))(anf

︿
t(y))

 +f*
t (x)(anf

︿
t(y)-f*

t (y))

≤2b‖f
︿
t-f*

t ‖� ≤
2bc
n

(55)

此外,还可得

  
 
d(x)d(y)-

 
dn(x)dn(y)

≤
 

d(x)d(y)-dn(x)dn(y)

≤
d(x)d(y)-dn(x)dn(y)

l

=
(d(x)-dn(x))d(y)+dn(x)(d(y)-dn(y))

l

≤
2
l

 
log(2/δ)
2n

(56)

以至少1-δ 的概率成立。
将式(55)和式(56)代入式(54),可知下式以至

少1-δ 的概率成立

 h
︿
t(x)h

︿
t(y)-h*

t (x)h*
t (y)

≤
2bc

l2 n
+
2b2

l3
 
log(2/δ)
2n

(57)

  下面给出R(H
︿)-R(H*)的上界,结合式 (53)

和式 (57),以及联合界,可知

   R(H
︿)-R(H *)

=
1
2

ɢ
x,y ∑

k

t=1
W(x,y)(h

︿
t(x)-h

︿
t(y))2  

 -
1
2

ɢ
x,y ∑

k

t=1
W(x,y)(h*

t (x)-h*
t (y))2  

≤sup
x ∑

k

t=1
h
︿2
t(x)-(h*

t (x))2

 +sup
x,y∑

k

t=1
h
︿
t(x)h

︿
t(y)-h*

t (x)h*
t (y)
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≤
2k
l3
(4bc
n

+b2
 
log(4k/δ)
2n

) (58)

以至少1-δ 的概率成立。

附录3.
 

定理2的证明
为了证明方便,引入如下符号。由于任意样本

x 在再生核 Hilbert空间中可表示为φ(x),设Φn

=[φ(x1),…,φ(xn)],那么W=ΦT
nΦn 。设在Hil-

bert空间中,采样锚点的表示为Φm =[φ(a1),…,

φ(am)]。那么

PUΣ-1UTPT=ΦT
nΦm(ΦT

mΦm)-1ΦT
mΦn (59)

同时,令Πm=Φm(ΦT
mΦm)-1ΦT

m 为m 个锚点在Hil-
bert空间中张成空间所对应的正交投影矩阵。同

理,令n个顶点的正交投影为Πn=Φn(ΦT
nΦn)-1ΦT

n 。
为了衡量Πn 和Πm 之间的差异,先引入下述引理。

引理1[36].设γ 为任意正实数,当随机均匀采样

m 个锚点,满足m =Θ
~(n
γε2
)时,下列不等式以至少

1-δ 的概率成立

Πn -Πm
γ
1-ε

(ΦnΦTn +γΠn)-1 (60)

在上述引理中, 为偏序符号,其具体含义如下:对
于矩阵A,B∈ n×n ,若对于任意向量x∈ n ,都有

xT(A-B)x ≤0,则将A 与B 之间的关系表示为

A B 。接下来完成定理2的证明。
证明.类似于定理1,定理2也可由 Hoeffding

不等式证明。因此,只要证明对于任意的n,函数

h
~
t 有界,定理即得证。根据前面关于正交投影的描

述,可知

  W
~(x,y)-W(x,y)

= φT(x)Πmφ(y)-φT(x)φ(y)

= φT(x)(Πm -Πn)φ(y)

≤ ‖φ(x)‖·‖Πm -Πn‖·‖φ(y)‖ (61)
此外,对于再生核Hilbert空间中的任意φ(x),有

φT(x)(ΦnΦT
n)φ(x)=∑

n

i=1

(φT(x)φ(xi))2 ≥nl2

(62)
由φ(x)的任意性,可得

‖(ΦnΦT
n +γΠn)-1‖ ≤ ‖(ΦnΦT

n)-1‖ ≤
1

nl2

(63)
接着,由于Πm Πn ,且由引理1,结合式(61),可知

W
~(x,y)-W(x,y)≤

γ
nl2(1-ε)

(64)

由于γ≪n,当n 足够大时,可知W
~(x,y)必然有

界.接下来证明1/d
~
n(x)是有界的。据定义,可知

    d
~
n(x)-dn(x)

=
1
n ∑

n

i=1
W
~(x,xi)-∑

n

i=1
W(x,xi)

≤
1
n∑

n

i=1
W
~(x,xi)-W(x,xi)

≤
γ

nl2(1-ε)
(65)

据此可知,d
~
n(x)≥l-

γ
nl2(1-ε)

.当γ ≪n 时,

1/d
~
n(x)必然是有界的。

此时,结合W
~(x,y)和1/d

~
n(x)的有界性

G
~

n(x,y)=
W
~(x,y)

 

d
~
n(x)d

~
n(y)

(66)

必然有界,设其上界为b。
那么由Cauchy-Swartz不等式可知

  f
~
t(x)= ∑

n

j=1G
~

n(x,xj)f
~
it

n(1-σ
~2
t)

≤

 

∑
n

j=1G
~2

n(x,xj)
 

∑
n

i=1f
~2
it

n(1-σ
~2
t)

≤
b
1-σ

~2
t

(67)

显然σ
~2
t 严格小于1,所以f

~
t(x)必然有界。再结合

1/d
~
n(x)有界,可知h

~
t(x)=f

~
t(x)/

 

d
~
n(x)必然

有界。

附录4.
 

定理3的证明
在证明定理3之前,先给出如下引理。
引理2(文献[47]的定理6.2.2).设矩阵A 和B

是两个n×n 的Hermite矩阵,且0n A,B ,那么

0≤tr(AB)≤ Atr(A)≤tr(A)tr(B)。

定理3的证明.可对R(H
~)-R(H *)进行如

下分解

  R(H
~)-R(H *)

=R(H
~)-R

︿(H
~)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁 +R
︿(H

~)-R
︿(H

︿)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁

 +R
︿(H

︿)-R(H
︿)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁 +R(H
︿)-R(H *)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
(68)

  由正文中的定理2,可知 的上界为O
~(k/ n).
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为 H
︿

泛化风险的相反数,根据 Hoeffding不等式

的性质,易知 与 H
︿

泛化风险有相同上界。由定理

1可知, 和 的上界均为O
~(k/ n).接下来给出

的上界。
将 中的项写成矩阵形式,易知

=
1
ntr
(F

~TD
~-

1
2(D-W)D

~-
1
2F

~)

-
1
ntr
(FTD

-
1
2(D-W)D

-
1
2F) (69)

并作如下分解

1
ntr
(F

~TD
~-

1
2(D-W)D

~-
1
2F

~)

-
1
ntr
(FTD

-
1
2(D-W)D

-
1
2F)

=
1
ntr
(F

~TD
~-

1
2(D-W)D

~-
1
2F

~)

-
1
ntr
(F

~TD
~-

1
2(D

~
-W

~)D
~-

1
2F

~)

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

ε

+
1
ntr
(F

~TD
~-

1
2(D

~
-W

~)D
~-

1
2F

~)

-
1
ntr
(FTD

~-
1
2(D

~
-W

~)D
~-

1
2F)}F

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

+
1
ntr
(FTD

~-
1
2(D

~
-W

~)D
~-

1
2F)

-
1
ntr
(FTD

-
1
2(D-W)D

-
1
2F).

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

首先给出ε的上界,根据矩阵迹的一个基本不等式

(文献[47]定理6.2.2),可知

ε≤
1
ntr
(D

~-
1
2FFTD

~-
1
2)·‖D-W -D

~
+W

~
‖

(70)
还是根据文献[47]中的定理6.2.2,可知

tr(D
~-

1
2FFTD

~-
1
2)≤ ‖D

~-1‖·tr(FFT)(71)

由于D
~-1 中的元素均是有界的,且tr(FFT)=k,所以

tr(D
~-

1
2FFTD

~-
1
2)≤O(k) (72)

此外,由引理1,可知

     1n‖W -W
~
‖

=
1
n‖ΦT

n(Πn -Πm)Φn‖

≤
γ

n(1-ε)‖ΦT
n(ΦnΦT

n +γΠn)-1Φn‖

≤
γ

n(1-ε)
(73)

接着,可知

1
n‖D-D

~
‖=

1
n‖W1n -W

~
1n‖�

=sup
x∈X

dn(x)-d
~
n(x)

≤
γ

nl2(1-ε)
(74)

将式(72)、式(73)和式(74)中的上界代入式(70)中,
可知

ε≤O( kγ
n(1-ε)

) (75)

下面给出 的上界,根据F
~

的性质,可知

≤0 (76)
对于 ,可知

=
1
ntr
(FTD

~-
1
2W

~
D
~-

1
2F)-

1
ntr
(FTD

-
1
2WD

-
1
2F)

(77)
进一步可化为

1
n∑

n

i,j=1
∑
k

t=1
fitfjt(

W
~(xi,xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

-
W(xi,xj)

 
dn(xi)dn(xj)

)

(78)
对于任意的两个顶点xi,xj ,可知存在某个正的常

数c使得

  
1

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

-
1

 
dn(xi)dn(xj)

≤
c d

~
n(xi)d

~
n(xj)-dn(xi)dn(xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)+

 
dn(xi)dn(xj)

≤
c2

2 d
~
n(xi)d

~
n(xj)-dn(xi)dn(xj)

≤c2sup
x

d
~
n(x)-dn(x)

≤O γ
n(1-ε)  (79)

此外,由定理2中的证明,可知

W
~(xi,xj)-W(xi,xj)≤

γ
nl2(1-ε)

(80)

结合式(79)和式(80),可知

 
W
~(xi,xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

-
W(xi,xj)

 
dn(xi)dn(xj)

≤
W
~(xi,xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

-
W(xi,xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

+
W(xi,xj)

 

d
~
n(xi)d

~
n(xj)

-
W(xi,xj)

 
dn(xi)dn(xj)

≤O( γ
n(1-ε)

) (81)
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将上述结果代入式(78)中,可知

≤O( γ
n(1-ε)

)·1
n∑

n

i,j=1
∑
k

t=1
fitfjt

≤O( γ
n(1-ε)

)·1
n∑

n

i,j=1
∑
k

t=1

f2
it+f2

jt

2

=O( kγ
n(1-ε)

) (82)

结合式(75)、式(76)和式(82)的上界,将它们代入式

(69)中,可知

≤O( kγ
n(1-ε)

) (83)

综上所述,可得最终的结论

R(H
~)-R(H *)≤O

~( kγ
n(1-ε)+

k
n
)(84)

LIANG
 

Wei-Xuan,
 

Ph.D.,
 

post-
doctoral.

 

His
 

research
 

interests
 

include
 

multi-view
 

clustering,
 

kernel
 

learning,
 

and
 

learning
 

theory.
LIU

 

Xin-Wang,
 

Ph.D.,
 

professor.
 

His
 

research
 

interests
 

include
 

multi-view
 

clustering
 

and
 

kernel
 

learning.

LAN
 

Long,
 

Ph.D.,
 

associate
 

researcher.
 

His
 

research
 

interests
 

include
 

object
 

detection,
 

object
 

ReID
 

and
 

clustering
 

algorithm.
ZHU

 

En,
 

Ph.D.,
 

professor.
 

His
 

research
 

interests
 

in-
clude

 

clustering
 

algorithm,
 

anomaly
 

detection
 

and
 

pattern
 

recognition.

Background
  The

 

topic
 

of
 

this
 

paper
 

is
 

the
 

generalization
 

analysis
 

of
 

spectral
 

clustering
 

on
 

bipartite
 

graph.
 

Due
 

to
 

its
 

ability
 

to
 

ef-
fectively

 

handle
 

non-linearly
 

separable
 

and
 

large-scale
 

data,
 

spectral
 

clustering
 

on
 

bipartite
 

graph
 

has
 

been
 

successfully
 

applied
 

in
 

numerous
 

learning
 

tasks
 

with
 

excellent
 

results,
 

such
 

as
 

image
 

segmentation,
 

object
 

detection,
 

community
 

detection,
 

gene
 

expression
 

analysis,
 

speech
 

segmentation,
 

and
 

multi-view
 

clustering.
In

 

the
 

existing
 

literature,
 

spectral
 

clustering
 

on
 

bipartite
 

graph
 

still
 

faces
 

the
 

following
 

three
 

issues:
 

1.
 

A
 

lack
 

of
 

necessa-
ry

 

theoretical
 

guarantees,
 

with
 

no
 

analysis
 

of
 

the
 

algorithm's
 

gen-
eralization

 

ability.
 

2.
 

Difficulty
 

in
 

efficiently
 

obtaining
 

positional
 

embeddings
 

for
 

out-of-sample
 

vertices.
 

3.
 

Challenges
 

in
 

determi-
ning

 

the
 

number
 

of
 

anchor
 

points
 

to
 

achieve
 

an
 

optimal
 

balance
 

between
 

statistical
 

accuracy
 

and
 

computational
 

cost.
To

 

address
 

these
 

issues,
 

this
 

paper
 

first
 

establishes
 

a
 

framework
 

for
 

analyzing
 

the
 

generalization
 

of
 

spectral
 

cluste-
ring

 

and,
 

based
 

on
 

the
 

consistency
 

of
 

spectral
 

clustering,
 

de-
rives

 

the
 

upper
 

bounds
 

of
 

both
 

the
 

generalization
 

risk
 

and
 

the
 

excess
 

risk
 

of
 

the
 

standard
 

NCut
 

algorithm.
 

Then,
 

this
 

paper
 

also
 

analyzes
 

the
 

generalization
 

ability
 

of
 

an
 

approximation
 

algorithm
 

for
 

the
 

standard
 

NCut,
 

i.e.,
 

the
 

Nyström-based
 

spectral
 

clustering
 

algorithm
 

on
 

bipartite
 

graph.
 

Based
 

on
 

the
 

derived
 

generalization
 

theory
 

for
 

spectral
 

clustering
 

on
 

bipar-
tite

 

graph,
 

this
 

paper
 

proposes
 

an
 

algorithm
 

that
 

can
 

obtain
 

low-dimensional
 

embeddings
 

for
 

out-of-sample
 

points.
 

Fur-
thermore,

 

a
 

theoretical
 

strategy
 

for
 

selecting
 

the
 

number
 

of
 

anchor
 

points
 

is
 

proposed,
 

revealing
 

that
 

when
 

the
 

number
 

of
 

anchor
 

points
 

is
 

,
 

the
 

algorithm
 

achieves
 

the
 

optimal
 

trade-
off

 

between
 

statistical
 

accuracy
 

and
 

computational
 

efficiency.
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properties
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clustering
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and
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ones.
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