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图神经网络依托强大的计算能力在文本分类&节点分类和自然语言处理等领域取得了显著成果'其主要

用于处理包含成对关系的图结构数据#然而'现实世界中的网络之间往往存在高阶交互关系'若使用图结构表示

这种复杂关系'可能会丢失节点间的重要信息#最近'单纯形被证明不仅可以编码节点间的成对关系'还可以编码

多节点间的高阶交互关系#因此'学者们开始探索如何在单纯形上设计神经网络'并随之提出了众多单纯形神经

网络模型#与已有的神经网络综述不同'文中重点分析了单纯形神经网络在处理多元高阶交互关系中的前沿研究

及应用#首先总结了近几年单纯形神经网络的发展脉络并介绍了单纯复形&边界矩阵和霍奇拉普拉斯矩阵等基础

知识"其次依据构建单纯形神经网络时采用的不同方法对其进行归纳分类'并解释了每类的代表性模型"然后介绍

了单纯形神经网络的实际应用及性能分析"最后总结并探讨了单纯形神经网络未来的研究方向#本文针对单纯形

神经网络进行综述'旨在帮助读者了解单纯形神经网络的理论基础与模型构建方法'力争为模型优化与实际应用

提供参考#
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基于图的通用表示以及神经网络的成功'图神

经网络$
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%应运而生'

其主要用于处理节点间的成对关系#然而'现实世

界中的网络结构比较复杂'除了成对关系外'节点间

还存在多元高阶交互#如果一味地用图结构表示节

点间的连接'可能会使得网络节点间的重要信息丢

失#例如'在学术合著网络中'科研人员的论文合著

不只局限于两两合著关系'还能以研究团队的形式

共同发表论文#此外'团队成员之间也可能存在不

同层次的合著关系'这种多节点间的高阶交互可以

通过单纯复形进行建模#单纯复形是由单纯形)黏合*

而来'一个
!

维单纯形是由一组相互作用的
! ?̀

个

节点构成的#比如'由
$

个节点构成的边为
?"

单纯

形&由
@

个节点构成的三角形为
$"

单纯形&由
!

个

节点构成的四面体为
@"

单纯形等'相较于图和超

图'单纯形提供了更丰富的结构表达#图
?

展示了

图&超图和单纯形的区别'并以社交网络为例进行说

明#其中'节点表示用户'边表示用户之间的互动关

系#在图
?

$

D

%中'图仅表示
$

位用户之间存在直接

联系"在图
?

$

Z

%中'超图表示
@

位用户在一个群组

中存在互动关系'但
@

位用户之间是否存在直接联
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系无从得知"在图
?

$

H

%中'

$"

单纯形不仅能表示

@

位用户属于同一个群组'还能表示
@

位用户彼此

之间存在直接互动关系#

图
?

!

复杂网络结构示例

近年来'受单纯复形建模和
N**

发展的影响'

研究者们开始将神经网络方法应用于单纯形数据'

提出了多种适用于实际场景的单纯形神经网络模

型#

ADF

G

等人+

?

,回顾了单纯形傅里叶变换'提出两

种基于霍奇拉普拉斯算子的线性$

3EFETQ)C

S

;9XQ

0QX

S

8FXQ

'

3)0

%滤波器#

+Z9E

等人+

$

,开发了单纯形

神经网络$
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,**X

%'并在

引文网络上进行缺失数据插补实验#

(D

_

E

_

等人+

@

,研

究了单纯复形的表示学习问题#

O;FHJ

等人+

!

,设计

了适用于单纯
$=

复形的卷积神经网络$

,EC

S
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$='8C

S
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,$''**

%

等#目前'单纯形神经网络已经成功应用于缺失数

据插补+

$

,

&图分类+

!

,

&节点分类+

&

,等各个领域#

!!

上述单纯形神经网络'主要用于处理具有复杂

高阶关系的单纯形数据#然而'现实生活中仍然存

在节点间仅具有成对关系的网络#对于这类数据'

可以通过图神经网络进行处理#目前'已有多篇综

述对图神经网络进行了归纳总结'表
?

列出了部分

图神经网络综述和本文综述在模型类别和应用场景

方面的差异#整体而言'文献+

>=?@

,介绍了基于图

数据构建的神经网络'而本文介绍了基于单纯形数

据构建的神经网络'模型构建过程中主要考虑了节

点间的多元高阶交互关系#具体地'文献+

>=#

,将图

神经网络根据卷积操作的不同进行分类#文献+

"

,

重点介绍了光谱图神经网络及其未来的研究方向#

文献+

M=?%

,主要总结了图神经网络编程框架及优化

技术#文献+

??=?@

,概括了图神经网络的发展历程&

模型分类及未来研究方向等#与图神经网络综述相

比'本文重点从模型算法和应用场景两个方面对单

纯形神经网络进行了总结'并对单纯形神经网络未

来的研究方向进行了展望#从表
?

可以看出'图神

经网络模型的应用场景主要包括!自然语言处理&计

算机视觉&推荐系统&交通预测和文本分类等'模型

应用较为广泛#单纯形神经网络模型的应用场景主

要包括!缺失数据插补&分类任务和预测任务等'模

型应用较为单一#后续研究中可以进一步探究如何

将单纯形神经网络应用于计算机视觉&自然语言处

理和推荐系统等领域#

表
<

!

图神经网络综述与单纯形神经网络综述$本文%的对比

综述 主要内容 应用场景

图神经网络综述+

>

,

基于频域的图卷积神经网络&基于空域的图卷积神经网络&

门控图神经网络&图自动编码器&时空图神经网络&图嵌入

网络&图迁移学习&图强化学习等

文本处理&图像处理&动作检测&图系统&

商品推荐等

图卷积神经网络综述+

#

,

基于谱方法的图卷积!图卷积神经网络&切比雪夫网络&图

热核网络等"基于空域方法的图卷积!消息传递神经网络&

图采样与聚合网络&图注意力网络&门控注意力网络等

计算机视觉&自然语言处理&生物化学&

推荐系统&知识图谱&交通预测&物理

学等

1X;UWQ

<

8FX

S

QHTUD9

G

UD

S

J

FQ;UD9FQT\8U]X

+

"

,

基于特征值的谱域图神经网络!高级滤波器&多项式滤波

器&线性滤波器"基于特征向量的谱域图神经网络!小波基&

编码器"未来研究方向!信息交叉&信号处理学习等

多元时间序列预测&神经科学&计算机视

觉等

大规模图神经网络系统综述+

M

,

图神经网络概述&

aN2

&

5

<

68UHJNQ8CQTUEH

&

*Q;NUD

S

J

等

?%

个图神经网络系统架构&系统主要优化技术&分布式图神

经网络系统的有效性实验

在引文网络&社交网络和网页超链上分

别采用
N'*

&

N16

和
NUD

S

J,1N+

方法

验证图神经网络系统的有效性

大规模图神经网络研究综述+

?%

,

图卷积神经网络&图注意力神经网络&循环图神经网络&基

于自编码器的图神经网络&

aN2

及
5

<

N

等框架介绍&框架

优化技术

自然语言处理&交通预测&推荐系统等

卷积神经网络研究综述+

??

,

卷积神经网络的发展历史&卷积神经网络的结构&卷积神经

网络的监督和无监督训练方法&常用开源工具

图像分类&人脸识别&音频检索

短文本聚类&视觉追踪&图像融合等

,;UWQ

<

8R

G

UD

S

JFQ;UD9

FQT\8U]XDF[D

SS

9EHDTE8FX

+

?$

,

图神经网络发展历程&谱图理论&谱域卷积神经网络&切比

雪夫网络&图卷积网络&空域图卷积&常见的空域图卷积模

型&图神经网络&图注意力网络等

交通预测&电能预测&工业物联网中的应

用等

图神经网络研究综述+

?@

, 图卷积神经网络&图注意力网络&图残差网络&图循环网络 推荐系统&自然语言处理&计算机视觉等

单纯形神经网络综述$本文%

基于谱域的单纯形卷积神经网络&基于空域的单纯形卷积

神经网络&从池化角度考虑的单纯形卷积神经网络&单纯形

映射神经网络&其他模型!对称单纯形神经网络&高阶跳跃

网络&单纯复形表示

缺失数据插补&分类任务&预测任务&识

别有影响力单纯形

M?>?

#
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近年来'关于单纯形神经网络的文章层出不穷'

但有关单纯形神经网络的综述尚属空白#因此'对

现有的单纯形神经网络模型进行全面总结显得尤为

重要'这将有助于推动其在更多领域的发展和应用#

为此'本文回顾并梳理了近几年单纯形神经网络的

发展历程&代表性模型&应用场景以及未来的研究

方向#

本文的内容章节如图
$

所示#第
$

节对单纯神

经网络的研究历程进行梳理"第
@

节对单纯复形的

基础知识进行介绍"第
!

节根据设计单纯形神经网

络时采用的方法不同'将其归纳总结为单纯形卷积

神经网络和经典模型两大类'并对每类中的代表性

模型进行了介绍"第
&

节总结探讨了单纯形神经网

络的实际应用及模型性能"第
>

节展望了单纯形神

经网络未来可能的研究方向#

图
$

!

本文内容组织

=

!

研究进程

N**

是一种专门针对图结构的神经网络'通过

在图数据的连接关系上重新设计网络架构'实现端

到端的学习#目前'

N**

已经成功应用于推荐系

统+

?!=?&

,

&节点分类+

?>=?"

,

&链路预测+

?M

,

&图分类+

$%=$$

,

&

自然语言处理+

$@=$&

,和计算机视觉+

$>=$"

,等各领域#

N**

重点关注图中节点间的成对关系'但现实网络

中的节点之间通常存在更复杂的多元高阶关系#基

于此'节点间的高阶交互作用可以使用单纯形进行

建模#

近几年'单纯形神经网络的研究已经引起了学

者们的广泛关注'主要包括以下
$

个方面!$

?

%如何

在单纯形数据上设计神经网络-$

$

%如何将单纯形

神经网络应用于各个领域-基于以上两点'近年来

相继涌现出了大量单纯形神经网络模型'并且已经

成功应用于轨迹预测&图像分类和节点分类等下游

任务中#图
@

详细展示了
$%$%

年至今单纯形神经

网络的发展脉络#

从图
@

可以看出'单纯形神经网络模型逐年增

加'具体表现为!单纯形神经网络的消息传递方式从

最初的单纯形卷积到后来引入注意力机制&池化操

作和单纯形映射等'使得模型应用更为广泛#最初'

+Z9E

等人+

$

,提出基于傅里叶变换的单纯形神经网络

,**X

'为基于谱域的单纯形卷积神经网络研究奠定

了基础#基于谱域的单纯形卷积神经网络包括!

O;FHJ

等人+

!

,提出的单纯
$=

复形卷积神经网络$

,EC=

S

9EHED9$='8C

S

9QK'8FW89;TE8FD9*Q;UD9*QT\8U]

'

,$''**

%&

,HJD;Z

等人+

$M

,利用
!=

单纯形信号的线

性滤波基础'提出的单纯形卷积神经网络&

ADF

G

等

人+

@%

,提出的单纯形卷积神经网络$

,EC

S

9EHED9'8FW=

89;TE8FD9*Q;UD9*QT\8U]

'

,'**

%&

'JQF

等人+

@?

,设

计的块单纯复形神经网络$

O98H],EC

S

9EHED9H8C

S

9QK

*Q;UD9*QT\8U]X

'

O,H*QTX

%&

YQU8X

等人+

@$

,提出的

适用于同源定位的单纯形神经网络&

ADF

G

等人+

@@

,

提出的单纯复形卷积神经网络$

,EC

S

9EHED9'8C

S

9QK

'8FW89;TE8FD9*Q;UD9*QT\8U]

'

,''**

%&

BQF

G

等

人+

@!

,提出的影响力单纯形识别神经网络$

)FR9;QF=

TED9,EC

S

9EHQX 4EFEF

G

*Q;UD9*QT\8U]

'

),4FQT

%&

(;DF

G

等人+

@&

,提出的高阶图卷积网络$

(E

G

JQU=.U=

[QUNUD

S

J'8FW89;TE8FD9*QT\8U]

'

(EN'*

%&

6DF

等人+

@>

,提出的一种简单且高效的图嵌入算法

,'(DXJ

&

N;U;

G

;ZQ99E

等人+

@#

,设计的单纯形感知神

经网络$

,EC

S

9EHED9=D\DUQ*Q;UD9*QT\8U]

'

,D**

%"

其次'学者们设计了基于空域的单纯形卷积神经网

络'如!基于消息传递机制的单纯形神经网络$

4QX=

XD

G

Q5DXXEF

G

,EC

S

9EHED9*QT\8U]X

'

45,*X

%

+

@"

,

&单

纯形消息传递神经网络$

,EC

S

9EHED94QXXD

G

Q5DXX=

EF

G

*Q;UD9*QT\8U]

'

,45**

%

+

@M

,

&等变消息传递单

纯形网络$

#

$

$

%

+

I

;EWDUEDFT4QXXD

G

Q5DXXEF

G

,EC=

%$>?

计
!!

算
!!

机
!!

学
!!

报
$%$&

年



图
@

!

单纯形神经网络的发展脉络

S

9EHED9*QT\8U]

'

+45,*X

%

+

!%

,

&基于单纯形神经网

络的偏微分方程$

5J

<

XEHXEFR8UCQ[CDHJEFQ9QDUF=

EF

G

'

,**=5a+

%

+

!?

,

&基于多层感知机的单纯形神经

网络$

425=ZDXQ[XEC

S

9EHED9FQ;UD9FQT\8U]

'

68

S

8=

425

%

+

!$

,

&

68

S

8,02

+

!@

,模型&单纯形注意力网络

$

,EC

S

9EHED91TTQFTE8F*QT\8U]

'

,16

%

+

!!

,

&单纯形注

意力神经网络$

,EC

S

9EHED91TTQFTE8F *Q;TD9FQT=

\8U]

'

,1*X

%

+

!&

,和单纯形图注意力网络$

,EC

S

9EHED9

NUD

S

J1T6QFTE8FFQT\8U]

'

,N16

%

+

&

,

"此外'为了减

少模型计算量和参数'部分研究在单纯形卷积神经

网络中引入了池化操作'提出
,'*5X

和
*QUWQ=

5889

+

!>

,池化模型"然后'通过将单纯形神经网络和

单纯形映射相结合'

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

!#=!M

,构建

了许多单纯形映射神经网络$

,EC

S

9EHED94D

S

*Q;UD9

*QT\8U]X

'

,4**X

%"最后'

08[UE

G

;QL

等人+

&%

,介绍

了对称单纯形神经网络$

,

<

CCQTUEH,EC

S

9EHED9*Q;=

UD9*QT\8U]X

'

0,,**

%&

(D

_

E

_

等人+

@

,首次介绍了单

纯复形表示学习方法&

(D

_

E

_

等人+

&?

,设计了深层单

纯形神经网络$

(E

G

J,]E

S

*QT\8U]X

'

(,*X

%等#

从以上研究历程可以看出'单纯形神经网络的

发展已经初步取得了显著成效#最早提出的基于谱

域的单纯形卷积神经网络借助傅里叶变换和单纯形

谱理论为单纯形卷积神经网络的发展奠定了基础"

随后'单纯形注意力神经网络改进了基于空域的单

纯形卷积神经网络不能自适应学习单纯形邻域重要

性的缺陷"从池化角度考虑的单纯形神经网络减少

了模型计算量和参数数量等问题'能有效防止模型

过拟合"接下来'学者们从代数拓扑角度出发'利用

超球面投影和重心细分等知识'分析了单纯形神经

网络的鲁棒性等#上述模型的提出表明单纯形神经

网络的发展已经全面开花'由于单纯形能够处理和

分析复杂的高阶拓扑数据'未来将会被应用于实际

生活的各个领域当中#

>

!

相关知识

>?<

!

符号定义

本小节将对文中使用的符号含义进行解释'有

助于读者更好地理解文中的公式#表
$

所示为每个

符号所代表的含义#

表
=

!

符号及含义表示

符号 含义

%

!

!"

单纯形

%&

单纯复形

%

!

'

第
'

个
!"

单纯形

!

!

边界矩阵

"

!

霍奇拉普拉斯矩阵

"

$

!

%

(

下拉普拉斯矩阵

"

$

!

%

)

上拉普拉斯矩阵

*

+

'

'

%

!

'

的下邻域

*

)

'

'

%

!

'

的上邻域

%

% 图信号

%

!

!"

单纯形信号

!

*

!

单纯形信号空间

,

%

节点信号

,

?

边信号

,

$

三角形信号

!

非线性激活函数

?$>?

#

期 唐春阳等!单纯形神经网络综述
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本文用
%

!

表示
!"

单纯形'

%

!

'

表示第
'

个
!"

单纯

形'

%&

表示单纯复形'其是
%

!

的集合#

!

!

表示
!"

单

纯形和$

!b?

%

"

单纯形之间的关联关系#

"

!

表示霍

奇拉普拉斯矩阵'其中
"

$

!

%

(

表示下拉普拉斯矩阵'

"

$

!

%

)

表示上拉普拉斯矩阵'它们分别编码第
'

个单纯

形的下邻域
*

+

'

'

和上邻域
*

)

'

'

#

%

%表示图信号'

%

!

表示
!"

单纯形信号'

!

*

!表示单纯形信号空间'

,

%

表

示节点信号'

,

?

表示边信号'

,

$

表示三角形信号'

!

是非线性激活函数#

>?=

!

单纯复形

给定一个有限的顶点集
-

'一个
!"

单纯形
%

!

是

基数为
! ?̀

的
-

的一个子集#

%

!

的一个面是基数

为
!

的
%

!

的子集'因此
%

!

有
!`?

个面#

%

!

的共面

是包含
%

!

的
! ?̀

单纯形+

?

,

#单纯复形
%&

是由不同

维度的单纯形
%

!

黏合得到'对于
%&

中的任一
!"

单纯

形
%

!

而言'

%

!

的任意子集也必须在
%&

中#

%&

的维

数是其中任一单形
%

!

的最大维数'记为
!

#可以把

%"

单形看作顶点'

?"

单形看作边'

$"

单形看作三角

形'

@"

单形看作四面体'以此类推#图
!

为单纯形和

单纯复形示意图#

图
!

!

单纯形和单纯复形

>?>

!

单纯形邻域

对于单纯复形中的第
'

个
!"

单纯形
%

!

'

'定义其

下邻域
*

+

'

'

为与
%

!

'

共享一个公共面的
!"

单纯形集

合"定义其上邻域
*

)

'

'

为与
%

!

'

共享一个共面的
!"

单

纯形集合#

%

!

'

的下邻域和上邻域分别编码在下拉普

拉斯矩阵
"

$

!

%

(

和上拉普拉斯矩阵
"

$

!

%

)

的非零非对角

元素中#对于图
&

+

&$

,所示单纯复形中的边$

$

'

@

%'

下邻域表示为
*

+

c

.$

$

'

&

%'$

$

'

>

%'$

?

'

$

%'$

?

'

@

%'

$

@

'

#

%'$

@

'

"

%/'上邻域表示为
*

)

c

.$

?

'

@

%'$

?

'

$

%/#

图
&

!

单纯复形图示

>?@

!

边界矩阵

一般的'用边界矩阵
!

!

表示
!"

单纯形
%

!

和$

!b

?

%

"

单纯形
%

!b?

之间的关系#

!

!

的行表示
!"

单纯

形'

!

!

的列表示$

!b?

%

"

单纯形#如'

!

?

表示点和边

的边界关系'

!

$

表示边和三角形的边界关系+

?

'

!?

,

#

对于单纯形
%

!b?

"

%

!

'给定一个参考方向'

%

!b?

"

%

!

表示$

!b?

%

"

单纯形和
!"

单纯形方向一致#相反

地'

%

!b?

#

%

!

表示$

!b?

%

"

单纯形和
!"

单纯形方向不

同#

!

+ ,

! '

'

.

+

&$

,表示为

+

!

!

,

'

'

.

c

% %

!b?

'

'

$

%

!

'

.

?

'

%

!b?

'

'

"

%

!

'

.

且
%

!b?

'

'

"

%

!

'

.

b?

'

%

!b?

'

'

"

%

!

'

.

且
%

!b?

'

'

#

%

!

'

%

&

'

.

$

?

%

为了使读者更直观的理解边界矩阵的含义'图

>

+

&$

,给出了
!

?

和
!

$

边界矩阵示例图#

!

?

/

$

?

'

$

%$

?

'

!

%$

?

'

>

%$

$

'

@

%$

$

'

!

%$

@

'

!

%$

!

'

&

%$

!

'

>
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&

'

>

%

?

0

?

0

?

0

? % % % % % %

$ ? % %

0

?

0

? % % % %

@ % % % ? %

0

? % % %

! % ? % % ? ?

0

?

0

? %

& % % % % % % ? %

0

?

&

'

(

)

> % % ? % % % % ? ?

'

!

$

/

$

?

'

!

'

>

%$

$

'

@

'

!

%

$

?

'

$

%

% %

$

?

'

!

%

? %

$

?

'

>

%

0

? %

$

$

'

@

%

% ?

$

$

'

!

%

%

0

?

$

@

'

!

%

% ?

$

!

'

&

%

% %

$

!

'

>

%

? %

$

&

'

>

%

&

'

(

)

% %

!

图
>

!

!

?

和
!

$

分别表示节点到边和边到三角形的边界矩阵

>?A

!

霍奇拉普拉斯矩阵和霍奇分解

定义边界矩阵后'通常利用边界矩阵和边界矩

阵的转置来定义霍奇拉普拉斯矩阵'这是图拉普拉

斯的高阶推广+

&@

,

#霍奇拉普拉斯矩阵
"

!

可以用来

描述
!

阶$

!c%

'

?

'0'

1

%单纯复形'

"

!

表示为

"

%

c!

?

!

6

?

$

$

%

"

!

c!

6

!

!

!

!̀

!`?

!

6

!`?

'

!c?

'

$

'0'

1b?

$

@

%

"

!

c!

6

!

!

!

$

!

%

其中'

!

6

!

!

!

是下拉普拉斯矩阵'

!

!`?

!

6

!`?

是上拉普拉

斯矩阵'两者分别编码下邻域和上邻域#当
!c%

时'

霍奇拉普拉斯矩阵为图拉普拉斯矩阵
"

%

c!

?

!

6

?

#

霍奇拉普拉斯矩阵允许霍奇分解+

&!"&>

,

'通过霍

奇分解
!"

单纯形信号空间
!

*

]被分解为三个正交子

空间直和+

&@

,

#

$$>?

计
!!

算
!!

机
!!

学
!!

报
$%$&

年



!

*

]

c'2

$

!

!`?

%

*

'2

$

!

6

!

%

*

!#3

$

"

!

% $

&

%

其中'

*

是向量空间的直和'

'2

$1%是矩阵的像空

间'

!#3

$1%是矩阵的核空间#当
!c?

时'上述子空

间具有以下解释+

&@

'

&#

,

#

$

?

%梯度空间!应用边界矩阵
!

?

到边流
,

?

'用

于计算每个节点处的净流
!

?

,

?

'

!

?

称为散度算子#

!

6

?

沿着边对节点信号
,

%

求微分从而引起边流
!

6

?

,

%

'即
!

6

?

是梯度算子#因此'

'2

$

!

6

?

%中的任意流都

可以写成节点信号
,

%

的梯度'我们称
*

?

+

'2

$

!

6

?

%

为梯度流'子空间
'2

$

!

6

?

%为梯度空间#

$

$

%旋度空间!边界矩阵
!

$

可以从三角形信号

,

$

中引入边流
*

?

c!

$

,

$

'

4

+

'2

$

!

$

%称为旋度流'

子空间
'2

$

!

$

%为旋度空间#

!

$

的伴随矩阵
!

6

$

称为

旋度算子'可以利用其计算沿着三角形循环的净边

流
!

6

$

,

?

#

$

@

%调和空间!剩余空间
!#3

$

"

?

%称为调和空

间'调和空间的任意边流
,

?

+

!#3

$

"

?

%都是发散且

无旋度的'即每个节点的净流量为零'沿三角形循环

的流量也为零#

@

!

单纯形神经网络

单纯形神经网络是基于拓扑学中的单纯形结构

进行学习的神经网络模型#与
N**

不同'单纯形

神经网络不仅可以在节点和边之间传递信息'还可

以在高维单纯形$如三角形&四面体等%之间进行信

息传递#其基本框架包括以下几个步骤!

$

?

%特征初始化!对于
!

维单纯形
%

!

'初始化其

特征
,

%

!

作为输入#

$

$

%信息传递!对于
!

维单纯形
%

!

'

%

!

的特征通

过与其上邻域$

! ?̀

维单纯形%和下邻域$

!b?

维单

纯形%的信息传递进行更新'该过程由霍奇拉普拉斯

矩阵及其转置实现!

#

上邻域信息传递!从
! ?̀

维单纯形$如面%向

!

维单纯形$如边%传递信息#

$

下邻域信息传递!从
!

维单纯形$如边%向
!b?

维单纯形$如节点%传递信息#

$

@

%特征聚合与更新!对于
!

维单纯形
%

!

'首先

从
%

!

的上邻域和下邻域传递信息"然后将这些邻域

信息进行聚合'并将聚合后的信息通过更新函数来

更新当前单纯形的表示#

本节依据构建单纯形神经网络时所采用的不同

方法'将现有模型归为两大类!单纯形卷积神经网络

和经典模型#进一步地'根据卷积操作的实现方式不

同'单纯形卷积神经网络又可细分为谱域方法和空域

方法#谱域方法基于单纯形卷积定理'在谱域内执行

卷积运算"而空域方法基于单纯形邻域'通过定义聚

合函数来聚合每个单纯形及其邻域单纯形的信息#

@?<

!

单纯形卷积神经网络

!d?d?

!

基于谱域的单纯形卷积神经网络

在介绍单纯形卷积神经网络之前'我们首先给

出单纯形傅里叶变换的定义#傅里叶变换是信号处

理的基石'其将信号从空域转换到谱域空间'而谱域

视角给信号处理带来了极大的便利#

$

?

%单纯形傅里叶变换

给定基数为
!`?

的集合
%

!

'信号被定义为
%

!

中元素上的实值映射'表示为

4!

!

%

!

,

!

'

!c%

'

?

'

$

$

>

%

!!

当
!c%

时'

%

%表示图信号#在图信号处理中'

拉普拉斯矩阵
"

%

的特征向量被用作图傅里叶变换

的基函数#从而'将
"

%

特征分解为

"

%

/

#

%

!

%

#

6

%

$

#

%

其中'

!

%

为特征值构成的对角矩阵'

#

%

为特征向量

构成的正交矩阵'且正交矩阵的逆等于正交矩阵的

转置
#

b?

%

c#

6

%

'故

"

%

/

#

%

!

%

#

0

?

%

/

#

%

!

%

#

6

%

$

"

%

那么'对于图上的信号
$

%

'首先将
$

%经过傅里叶变

换从空域转到谱域执行卷积操作!

5

%

%

-

#

6

%

%

%

$

M

%

!!

然后'利用傅里叶逆变换将卷积结果从谱域转

化到空域!

$

%

/

#

%

5

%

%

$

?%

%

!!

将上述方法推广到单纯复形数据上'可以得到

单纯复形的傅里叶变换$

,EC

S

9EHED938;UEQU6UDFX=

R8UC

'

,36

%

+

&#

,

#

$

$

%基于谱域的单纯形卷积神经网络

基于谱域的单纯形卷积神经网络将图卷积神经

网络的思想扩展到单纯形数据上'利用单纯形的谱

理论和拓扑特性'在谱域中进行卷积操作'从而有效

处理高维单纯形数据'如边&三角形和四面体等#

图
#

展示了谱域单纯形卷积神经网络的卷积过

程#从图中可以看出'单纯形卷积通过对霍奇拉普

拉斯矩阵进行特征分解'利用卷积定理在谱域中定

义卷积操作#具体而言'首先通过傅里叶变换将单

纯形信号从空域映射到谱域'在谱域内对信号进行

逐点乘法操作'随后利用傅里叶逆变化将卷积结果

@$>?

#

期 唐春阳等!单纯形神经网络综述



还原至空域#因此'单纯形卷积可以理解为谱域中

单纯形信号与卷积核的乘积'卷积公式如式$

??

%

"

$

?@

%所示!

%

$

!

c#

6

!

$

!

$

??

%

%

&

!

c

6

"

$

!

!

%

5

%

$

?$

%

7

!

c#

!

%

&

!

c#

!6

"

$

!

!

%

#

6

!

$

!

$

?@

%

其中'

#

!

是霍奇拉普拉斯矩阵的特征向量'

$

!是
!

维

单纯形信号'

#

6

!

$

!是输入信号
$

!的傅里叶变化'

"

!

c

#

!

!

!

#

6

!

'

!

!

是特征值构成的对角矩阵'

6

"

$

!

!

%是可学

习滤波器#

图
#

!

谱域单纯形卷积

!!

$

@

%模型

基于单纯形卷积操作的定义'陆续出现了许多

有关单纯形卷积神经网络的研究#例如'

+Z9E

等

人+

$

,将
N**

的思想扩展到单纯复形数据上'提出

单纯形神经网络
,**X

#

,**X

借助傅里叶变换将

实值
8

=

共链转换为谱域上的线性组合'通过共链
9

定义单纯形卷积层#

,**X

的卷积层表示为

'

b?

8

$

#

:

%

.

8

9c

/

*

'

/

%

(

'

"

'

8

9

$

?!

%

其中'

"

'

8

是拉普拉斯矩阵
"

8

的
'

次方'

(

'

是权重矩

阵'

9

是
8

"

共链#

该方法虽然在单纯形上实现了卷积运算'为谱

域单纯形卷积神经网络的发展奠定了基石#然而'

,**X

不能在单纯形的上邻域和下邻域内独立执行

卷积'导致计算开销巨大#

针对
,**X

的局限性'

ADF

G

等人+

@%

,提出单纯

形卷积神经网络
,'**

'其利用霍奇拉普拉斯矩阵构

建滤波器'解决了
,**X

不能独立在单纯形上邻域和

下邻域内执行卷积的问题#

,'**

的卷积层如下!
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=
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'
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>
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$
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!!

模型构建过程中'首先设计了适用于高阶结构

的单纯形滤波器
;

$式
?&

%'

;

可以独立提取单纯形

的上邻域信息和下邻域信息#式$

?&

%中'

%

c

$

%

?

'

%

$

'

0'

%

A

?

%

6和
&

c

$

&

?

'

&

$

'0'

&

A

$

%

6是滤波器系数'

A

?

和

A

$

是滤波器长度'

!

6

?

!

?

是下拉普拉斯矩阵'

!

$

!

6

$

是

上拉普拉斯矩阵"随之构建了
,'**

层'其由单纯

形滤波器和上一层的输出结果组成$式$

?>

%

"

$

?"

%%#其中'

,

%

是输入特征'

;

4

?

是滤波器组'

!

是非

线性激活函数'

?

8

b?

c ,

?

8

b?

'

,

$

8

b?

'0'

,

>

8

+ ,

b?

是中

间层的输出特征'

8

c$

'

@

'0'

@b?

'

6

c?

'

$

'0'

>

#

不同于
,'**

利用霍奇拉普拉斯矩阵定义滤

波器'

O;FHJ

等人+

!

,通过文献+

&@

,的方法对
$

阶霍奇

拉普拉斯矩阵
"

$

进行归一化'提出适用于
$

维单纯

复形的卷积神经网络
,$''**

#

,$''**

的卷积

层表示为
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!
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C

b?
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)

$

B

%

?

(

$

B
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$

'

?

% $

$?

%

其中'

)

$

B

%

!

$

!c%

'

?

'

$

%是
!"

单纯形在
B

层的特征表

示'

)

$

B`?

%

!

是
!"

单纯形在
B ?̀

层的特征表示'

(

$

B

%

'

'

.

是

B

层的权重矩阵'

+

!

$

!c%

'

?

'

$

%是
!"

单纯形的度矩

阵'

+

b?

!

是
+

!

的逆矩阵'

!

!

$

!c%

'

?

'

$

%是
!"

单纯形

的边界矩阵'

!

.

!

是
!

!

的转置矩阵'

*

%

'

是图的邻接矩

阵'

0

*

%

'

是添加自循环的邻接矩阵#当单纯复形维度

为
?

的时候$即图结构%'

?

?

的值为
%

'此时式$

?"

%可

以改写为

?

$

B`?

%

%
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!
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?

$

B

%
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(

$

B

%

%

'

%

% $
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%
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'JQF

等人+

@?

,首次将单纯形神经网络应用于半监

督场景中'提出块单纯复形神经网络
O,H*QTX

'其包含

图卷积和霍奇自适应块卷积$

(8[

G

Q=XT

<

9Q1[D

S

TEWQ

O98H]'8FW89;TE8F

'

(=1O'

%两个模块#

O,H*QTX

应

用于链路预测任务时'首先通过
3QUCE=aEUDH

编码

分别计算图卷积模块和
(=1O'

模块中两个节点之

间的距离"然后'将两个模块的输出拼接后送入到

425

层进行链路预测#

('FG

/

0QAH

$

4IA@

$+

'

%

J

('FG
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'
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J

('FG

(=1O'

,%%

$
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%

其中'

('FG
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c

$

;

$

+̀ ?

%

)

b;

$

+̀ ?

%
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M

$

+̀ ?

%

L

%

$

+ ,

'1'1 表示将
(=1O'

模块和图卷积模

块的输出进行拼接'

'

%

和
'

&

表示第
+ ?̀

层中每个距

离权重的超参数'

0Q2/

是激活函数#

为了解决传统图神经网络处理高阶关系时的局

限性'

ADF

G

等人+

@@

,提出单纯复形卷积神经网络

,''**

'该网络通过单纯复形的多跳邻域信息进行

卷积'有效捕捉和处理高阶交互关系#特别地'

,'=

'**

在处理单纯复形和数据空间的对称性时'能够

实现置换和方向等变性#

除了上述代表性模型之外'

YQU8X

等人+

@$

,提出

适用于同源定位的单纯形神经网络
aEXT$'

<

H9Q

'通

过学习每个单纯形与最近的)最优*同调生成器之间

的距离'为同调定位问题提供了新的解决方案#

BQF

G

等人+

@!

,提出
),4FQT

网络'通过引入层次二部

图和高阶层次拉普拉斯矩阵'以识别单纯复形中最

具影响力的
B"

单纯形#

(;DF

G

等人+

@&

,使用花瓣算

子定义单纯形卷积'提出一种新颖的高阶花瓣

$

38\QU=5QTD9X

'

35

%模型'并将其应用到高阶图卷积

网络
(EN'*

中'能够有效识别和处理不同阶单纯

形之间的关联关系#

6DF

等人+

@>

,提出一种简单高

效的图嵌入算法
,'(DXJ

'该算法结合局部敏感哈

希$

28HD9ET

<

1QFXETEWQ(DXJEF

G

'

2,(

%技术'通过

N**

框架捕捉单纯复形中的高阶交互作用#同时'

针对现有的单纯形神经网络在训练过程中因顺序特

征聚合'导致的高内存占用和模型训练时间过长的

问题'

N;U;

G

;ZQ99E

等人+

@#

,提出了单纯形感知神经

网络
,D**

#

从上述模型分析可知'基于谱域的单纯形卷积

神经网络的共同点在于!它们以谱单纯形理论为基

础'通过改进滤波器实现单纯形卷积'并引入非线性

操作提升模型的学习能力#

+Z9E

等人+

$

,最早将图神

经网络的思想扩展至单纯复形'提出用于学习单纯

复形表示的神经网络
,**X

#随后'

ADF

G

等人+

@%

,为

了克服
,**X

在单纯形上&下邻域内无法独立进行

卷积的限制'提出了
,'**

模型'该模型明确支持

基于单纯形上&下邻域的多跳处理#与
,'**

类

似'

,$''**

&

,''**

和
aEXT$'

<

H9Q

模型同样通过

霍奇拉普拉斯算子定义单纯形卷积'以学习单纯复

形的结构表示'区别在于它们对滤波器的定义方式

不同#

O,H*QTX

利用块霍奇拉普拉斯算子定义单纯

形卷积'

(EN'*

则采用花瓣拉普拉斯算子定义卷积

层'而
),4FQT

通过样本单纯形的影响力分数构建

模型#此外'

,'(DXJ

和
,D**

主要针对算法的时

间复杂度和空间复杂度过高的问题'进行了优化#

$

!

%模型面临的挑战

基于谱域的单纯形卷积神经网络巧妙地结合单

纯形信号和傅里叶变换'实现了对单纯形数据的卷

积操作'具备滤波器设计灵活和平滑的特点#然而'

尽管该方法理论基础坚实'但仍面临一些挑战!

#

难以适用于大规模图!由于霍奇拉普拉斯矩阵特征

分解的计算复杂度较高'且模型训练时需要将整个

网络存储在内存中'导致其难以适用于大规模图的

处理"

$

谱特征解释困难!在高阶单纯形结构中'霍

奇拉普拉斯算子生成的谱特征难以进行直观解释'使

得从谱角度理解和分析网络结构变得更加困难#

!d?d$

!

基于空域的单纯形卷积神经网络

基于空域的单纯形卷积神经网络通过设计聚合

函数并采用消息传播机制'旨在利用中心单纯形的

邻域特征来更新其自身的特征表示#接下来'本节

将从模型的通用架构&注意力机制以及池化操作
@

个方面进行详细介绍#

$

?

%通用架构

对空间方法具有重要影响的一项研究是消息传

递神经网络$

4QXXD

G

Q5DXXEF

G

*Q;UD9*QT\8U]

'

45**

%

+

&"

,

'其是空域图卷积神经网络的通用架构#

同样地'学者们将
45**

的思想扩展到单纯形数

据上'提出单纯形消息传递神经网络
,45**

+

@M

,

'

其可以看作是基于空域的单纯形卷积神经网络的通

用架构#

,45**

认为单纯形卷积可以视为
%"

单

纯形之间通过
?"

单纯形进行消息传递'

?"

单纯形之

间通过
$"

单纯形进行消息传递'以此类推#

,45=

**

的消息传递和更新过程如下!

2

G

!

!c

/

!

!

'

1

(

!

N

?

I

Gb?

$

B

Gb?

$

!

!

'

%'

B

Gb?

$

(

!`?
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B

G

!

!

cH

G

$

B

Gb?

!

!

'

2

G

!

!

%

$

$!

%

其中'

I

Gb?

是消息传递函数'

H

G

是消息更新函数'

B

Gb?

$

!

!

'

%是
!

单纯形的特征'

B

Gb?

$

(

!`?

'

%是
(

单纯形

的特征#

O8[FDU

等人+

@"

,首次 将 $

Q̂EXRQE9QU=2QJCDF

'

^2

%图同构测试推广到单纯形上'定义了单纯形上

的同构测试算法 $

,EC

S

9EHED9 Q̂EXRQE9QU=2QJCDF

'

,̂ 2

%'用于区分非同构单纯复形#

O8[FDU

依据

,42

测试所定义的消息传递框架'提出了消息传递

单 纯 形 网 络 $

4QXXD

G

Q 5DXXEF

G

,EC

S

9EHED9 *QT=

\8U]X

'

45,*X

%#

45,*X

的信息更新如下!

!

B
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!

cH
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B

G

!

'

2
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!

$

!
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"
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'
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G`?
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!
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2
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$

!
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%

其中'

H

$1%表示消息更新函数'

B

G`?

!

表示
!

"

单纯形

在
G ?̀

步时的特征表示'

B

G

!

表示
!

"

单纯形在
G

步时

&$>?

#

期 唐春阳等!单纯形神经网络综述



的特征表示'

2

G

O

$

!

%表示
!

"

单纯形在
G

步时的边界邻

域信息'

2

G

"

$

!

%

表示
!

"

单纯形在
G

步时的上边界邻域

信息'

2

G`?

2

$

!

%表示
!

"

单纯形在
G`?

步时的下邻域

信息'

2

G`?

3

$

!

%表示
!

"

单纯形在
G`?

步时的上邻域

信息#

除了上述模型之外'还有许多学者对这方面的

工作进行了研究#例如
+E

_

]Q9Z88C

等人+

!%

,受等变

图神经网络$

Q

$

F

%

+

I

;EWDUEDFTNUD

S

J*Q;UD9*QT=

\8U]

'

+N**

%

+

&M

,的启发'将几何不变量置于消息传

递单纯形网络中'提出用于学习几何图形和点云数

据的等变消息传递单纯形网络
+45,*X

#

'J8E

等

人+

!?

,进一步将深度学习$

aQQ

S

2QDUFEF

G

'

a2

%和偏

微分方程$

5DUTED9aERRQUQFTED9+

I

;DTE8FX

'

5a+X

%相

结合'提出基于单纯形神经网络的偏微分方程

,**=5a+

#具体地'

,**=5a+

使用边界算子和共

边界算子定义单纯复形上的离散霍奇拉普拉斯矩

阵'并通过注意力机制来衡量节点嵌入的重要程度#

68

S

8=425

+

!$

,借助高阶邻域对比损失$

(E

G

JQU.U=

[QU*QE

G

JZ8UJ88['8FTUDXTEWQ98XX

'

(.*'

%将单纯

形结构嵌入表示学习'并基于多层感知器
425

学

习单纯形特征'避免了网络在高阶连接信息丢失或

损坏时产生的信息缺失问题#

从上述分析可知'除
68

S

8=425

之外'其余模

型均通过单纯形结构进行消息传递和更新#

68

S

8=

425

则采用多层感知器直接学习单纯复形的结构

表示#此外'

,45**

的架构可以看作是
,$''**

架构的概括#

+45,*X

和
,**=5a3

的提出旨在解

决传统方法无法有效利用高维结构信息的缺陷#

$

$

%注意力机制

研究者们通过在网络中引入注意力机制来定义

聚合函数'动态学习并调整不同邻域单纯形之间的

信息传递和聚合过程#与图注意力网络$

NUD

S

J1T=

TQFTE8F*QT\8U]

'

N16

%

+

>%

,原理类似'单纯形注意

力网络
,16

+

!!

,同样可以动态地衡量邻域单纯形之

间的相互作用'其卷积层表示为
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其中'

%

3

!

'

(

是
!

"

单纯形的上邻域注意力系数'

%

2

!

'

(

是

!

"

单纯形的下邻域注意力系数'

)

是更新函数'

(

!

?

是

上邻域的权重矩阵'

(

!

$

是下邻域的权重矩阵'

B

!

(

是

(

"

单纯形的特征表示'

B

!`?

!

是
!

"

单纯形的特征表示'

!

表示层数#

!!

NE;XTE

等人+

!&

,构造了单纯形注意力神经网络

,1*X

'用于轨迹预测和缺失值插补任务#对于任意

的
!"

单纯形'

,1*X

分别利用上注意力机制和下注

意力机制为其上邻域和下领域中的不同$

!e?

%

"

单

纯形特征分配重要性权重#

%P*

层表示为
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+

0

M

+`?

$

$#

%

其中'

A

$

)

%

+

和
A

$

(

%

+

分别是上注意力拉普拉斯算子和下

注意力拉普拉斯算子的系数'

(

$

(

%

+

'

. /

8

8

&

(

$

)

%

+

'

. /

8

8

和

(

$

B

%

+

是滤波器矩阵'

Q

$

(

%

+

和
Q

$

)

%

+

是滤波器阶数'

M

+

是
+

层的特征表示'

M

+`?

是
+`?

层的特征表示#特别

地'

,1*

层可以解释为三个滤波多项式之和'第一

个多项式表示基于下邻域的无旋分量'第二个多项

式表示基于上邻域的螺旋分量'最后一个多项式表

示谐波分量'如图
"

$

D

%所示#

图
"

!

,1*X

框架+

!&

,

值得注意的是'与
,16

和
,1*X

专注于同质图

信息的学习不同'为避免在将图转换为同质单纯形

时丢弃非目标节点的特征'

2QQ

等人+

&

,提出了单纯

形图注意力网络
,N16

#该方法利用单纯复形及其

上邻域知识'将注意力机制应用于异质图的学习'从

而有效地提取和处理异质图中的信息#

$

@

%单纯形池化

当前针对单纯形卷积神经网络的研究集中在如

何使卷积操作更加适用于单纯形数据'忽略了单纯

形池化的研究#在积神经网络中引入池化层'通过

交替进行池化和卷积操作'能够在减少模型参数的

同时防止过拟合#

'EF

I

;Q

等人+

>?

,在单纯形卷积神经网络中引入

池化层'提出
,'*5X

模型'其引入包含聚合&缩减和

选择的单纯形池化层'并利用缩减机制和选择机制

设计了最大池化&

68

S

"!

池化&自注意池化和分离

68

S

"!

池化的四种池化操作#

,'*5X

层表示为
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),

M

$ %+ ,

B

$

$"

%

其中'

)

是边信号矩阵'

,

和
#

8

是可学习参数矩阵'

"

8

(

是下拉普拉斯矩阵'

"

8

)

是上拉普拉斯矩阵'

+

8

是残

差权重矩阵'

Q

(

和
Q

)

是滤波器阶数'

@

$1%是映射'

!

$1%是激活函数#图
M

为单纯形池化层和$

-;C

S

=

EF

G

YF8\9Q[

G

Q

'

-Y

%分层架构示例图'将单纯形池

化层应用在
-Y

分层架构中'该架构聚合单纯形池

化层产生的中间嵌入以得到最终输出#

图
M

!

单纯形池化层和
-Y

分层架构示例+

>?

,

针对现有的图池化方法在处理高维数据时的局

限性'

4HN;EUQ

等人+

!>

,提出
*QUWQ5889

模型#该模

型通过学习和优化顶点聚类'将传统的
N**

池化

方法扩展到高维度的单纯形上'在保持网络拓扑特

征的同时'有效降低了计算复杂度'减少了模型过拟

合的风险#

*QUWQ5889

的另一个优势在于模型的灵

活性和可学习性'其能够根据任务需求动态调整池

化策略'适用于分类和链路预测等多种深度学习

任务#

从上述分析可知'

,'*5X

和
*QWQU5889

均在模

型中引入了池化层'目的是降低计算复杂度'减少过

拟合风险'两者的主要区别在于池化操作的设计方

法不同#

在单纯形卷积神经网络中引入池化操作'可以

有效降低单纯形的特征维度'提高模型的表达能力

和计算效率#然而'池化的难点在于如何设计合理

的池化策略'既能保留单纯形的结构信息和重要特

征'又能避免池化过程中产生的信息丢失和过拟合

问题#

$

!

%模型面临的挑战

基于空域的单纯形卷积神经网络通过直接聚

合每个单纯形的邻域特征进行卷积操作'具有局部

不变性和灵活性等特点#然而'由于空域卷积操作

依赖消息传递机制来更新特征表示'如何高效地在

单纯形结构中传递信息'同时避免信息丢失'是未来

研究的一个难点#此外'由于单纯形的邻域结构较

为复杂'涉及不同维度的单纯形#因此'如何设计合

适的聚合函数以捕捉多维单纯形的邻域信息也是一

个挑战#

@?=

!

典型单纯形神经网络

除了基于谱域和空域的单纯形卷积神经网络

外'学者们还引入代数拓扑的知识'提出许多经典的

单纯形神经网络模型#

!d$d?

!

单纯形映射神经网络

以往的单纯形神经网络主要是根据卷积操作的

不同来设计网络模型#最近学者们充分利用凸包&

凸多面体&重心细分和超球面投影等代数拓扑知识'

将单纯形映射与神经网络相结合'提出了单纯形映

射神经网络#

为解决神经网络在面对对抗性示例时鲁棒性较

低的问题'

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

!"

,提出一种基于代

数拓扑的单纯形映射神经网络
,4**X

#该网络通

过引入重心细分技术'有效定义了决策边界'从而增

强了网络抵御对抗性攻击的能力#然而'由于重心

细分的迭代方法会导致模型存储和计算成本呈指数

增长'

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

>$

,进一步优化了
,4**X

#

他们对凸多面体进行分解'减少了网络中的单纯形

数量'降低了计算和存储需求'有效提高了网络的计

算效率和鲁棒性#

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

!#

,提出了单纯形映射神

经网络
,4**X

'其利用基于超球面投影的方法替

代了传统的凸多面体的构建'并首次引入了模型的

可解释性#

,4**X

的另一个优势是采用了基于梯

度下降的权重近似方法'使得模型在训练过程中能

够有效优化权重'从而显著降低了模型的计算复杂

度#

,4**X

表示为

*

#

H

$

,

%

cCDK

B

+

%

'

!

X8RTCDK

$

-

1

*

$

,

%% $

$M

%

其中'

-

是权重矩阵'

*

$

,

%表示点
,

相对于
$"

单纯

形的重心坐标#

与此同时'针对
,4**X

泛化能力不足以及需

要构建输入数据凸多面体的问题'

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

!M

,提出一种基于给定数据集支持子集的训练

方法'并采用超球面投影的方法替代了凸多面体的

构建#

从上述分析可知'不同于
5D9;L8=(E[D9

G

8

等

人+

>$

,使用凸多面体方法构建单纯形映射神经网络'

文献+

!#

,和文献+

!M

,中均使用了超球面投影的方法

替代了凸多面体的构建#此外'文献+

!"

,主要探讨

了如何通过单纯形映射和重心细分方法来提升模型

的鲁棒性#

!d$d$

!

对称单纯形神经网络

目前'部分单纯形神经网络模型正逐步向几何

#$>?

#
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域和拓扑域的计算靠拢#这些模型不仅局限于对单

纯形特征的聚合'还充分利用了几何形状与拓扑结

构中的多维信息'从而更全面地捕捉数据中的高阶

关系#

为提高模型的分类准确性'一些研究引入了形

态学计算作为神经网络的第一层#然而'这些神态

学操作在训练过程中是预先定义的'无法进行训练

调整#为了解决这一问题'

08[UE

G

;QL

等人+

&%

,提出

对称单纯形神经网络
0,,**

'通过引入可训练的

对称单纯形函数替代传统神经网络中的形态学操

作'以提高模型分类精度和计算效率#

0,,**

还

利用对称性和分段线性函数的特性'使得模型在保

持非线性计算能力的同时'简化了训练过程#

!d$d@

!

单纯复形表示学习

由于单纯复形中高阶关系的复杂性'其表示学

习尚未得到充分研究#为了解决这一问题'

(D

_

E

_

等

人+

@

,提出了邻接消息传递 $

1[

_

DHQFH

<

4QXXD

G

Q

5DXXEF

G

,HJQCQ

'

145,

%和共邻接消息传递$

'8=D[=

_

DHQFH

<

4QXXD

G

Q5DXXEF

G

,HJQCQ

'

'45,

%方法'以

实现单纯复形的表示学习#这两种方法均通过迭代

应用消息传递函数来更新单纯复形中子单纯形的特

征表示#具体来说'

145,

利用邻接矩阵进行消息

传递'而
'45,

则使用共邻接矩阵进行消息传递#

基于上述方法'

(D

_

E

_

提出了单纯复形自编码器

$

,EC

S

9EHED9'8C

S

9QK1;T8QFH8[QU

'

,'1

%#

,'1

由

编码器和解码器组成'其中编码器将输入的单纯复

形映射到低维表示'解码器则将低维表示重构为原

始的单纯复形#

4D[J;

等人+

!@

,提出了一种名为
68

S

8,02

的

自监督学习方法'用于学习单纯复形的结构表示#

该方法通过对输入单纯复形进行数据增强'学习生

成数据与原始数据之间的表示#此外'

68

S

8,02

通

过最小化损失函数'最大化增强单纯复形表示和原

始单纯复形中高阶关系之间的互信息#与现有图自

监督学习方法相比'

68

S

8,02

通过保留单纯复形的

内在结构和关系'生成增强视图'克服了传统方法仅

关注节点间成对关系的局限性#

!d$d!

!

高阶跳跃网络

(D

_

E

_

等人+

&?

,将跳跃连接神经网络思想推广到

单纯复形上'提出了
(,*X

模型#

(,*X

通过引入

高阶单纯形'将输入信号通过两个不同的前馈路径

进行传递#其中一个路径经过高阶单纯形进行传

递'另一个路径则直接进行传递#这种方法可以将

不同路径的输出进行组合'使网络学习到更丰富的

拓扑表示'并在不同维度的复形网络中进行消息传

递和聚合#

从上述分析可知'

,'1

和
68

S

8,02

都是用于

学习单纯复形表示的神经网络模型#

0,,**

在单

纯形神经网络中引入对称单纯形层'巧妙地解决了

部分模型由于形态学计算作为神经网络层而无法进

行训练选择的问题#

(,*X

通过引入跳跃连接'更

加有效地学习和捕捉网络的深层拓扑表示#

表
@

从模型类别&算法描述&性能劣势和应用场

景
!

方面对现有的单纯形神经网络进行了总结#

表
>

!

单纯形神经网络总结

类别 模型 算法描述 性能劣势 应用场景

谱域

单纯形

卷积

,**X

+

$

,

利用单纯复形上的傅里叶变化和卷积提取数据

特征
无法在单纯形上&下邻域内独立进行卷积

缺失数据

插补

,'**

+

@%

, 利用单纯形卷积和非线性函数学习数据特征 对于维度大于
$

的单纯形'模型性能优势不明显
缺失数据

插补

,$''**

+

!

, 通过定义单纯形卷积层'处理高维数据 计算复杂度高'难以处理大规模网络结构
图分类

单纯形预测

O,H*QTX

+

@?

,

通过自适应霍奇拉普拉斯块学习不同维度的单

纯形交互
只适用于链路预测领域 链路预测

,''**

+

@@

, 利用单纯形耦合关系'实现多尺度耦合学习 模型训练耗时
单纯形预测

轨迹预测

aEXT$'

<

H9Q

+

@$

,

利用移位反转的霍奇拉普拉斯'计算单纯形到

最近同调生成元的距离'实现同调信息的定位
无法准确捕捉和表达复杂的拓扑特征 同调定位

),4FQT

+

@!

,

通过层次化二分图和高阶拉普拉斯矩阵'识别

关键单纯形
难以扩展到大规模数据

识别有影响力

单纯形

(EN'*

+

@&

,

使用高阶图卷积网络和花瓣拉普拉斯矩阵来增

强信息传递和特征提取

处理具有较少高阶结构的数据集时'节点分类

性能下降

图分类

节点分类

,'(DXJ

+

@>

,

通过随机哈希技术高效编码不同层次的单纯复

形表示

对超参数敏感'需要调整
,EC(DXJ

函数的数量

和迭代次数来优化性能
图分类

,D**

+

@#

,

结合
425

和边界矩阵来学习单纯复形的嵌入

表示
处理具有复杂结构的拓扑数据时'模型性能下降 轨迹预测

"$>?

计
!!

算
!!

机
!!

学
!!

报
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$续 表%

!

类别 模型 算法描述 性能劣势 应用场景

空域

单纯形

卷积

,45**

+

@M

, 利用信息传递和更新捕捉分子结构信息
无法充分捕捉和利用分子结构中复杂的非局部

依赖关系

化学性质

预测

+45,*X

+

!%

,

通过学习在不同维度的单纯形之间的信息传

递'处理单纯形结构数据
模型效率低

化学性质

预测

,**=5a+

+

!?

,

利用单纯形神经网络和霍奇理论来学习动态偏

微分方程

没有多通道单纯形卷积编码器时'模型的平均

相对误差会显著增加
预测任务

68

S

8=425

+

!$

, 使用对比损失函数编码单纯形结构 高阶邻域对比损失函数只适应特定数据集或任务 节点分类

,16

+

!!

, 引入注意力机制来衡量相邻单纯形之间的交互 模型缺乏泛化能力和可解释性 图分类

,1*X

+

!&

,

通过结合单纯形滤波器和注意力机制来实现特

征提取和信息传递
大量的可学习参数'可能导致模型过拟合 轨迹分类

,N16

+

&

,

引入多头注意力机制学习节点和单纯复形的特

征表示
面对大规模数据集时'模型计算复杂度高 节点分类

,'*5X

+

>?

, 引入池化层和池化策略来处理单纯复形数据
对于特定的任务和数据集'需要选择不同的池

化策略
图分类

*QUWQ5889

+

!>

, 引入池化层降低数据复杂度 计算复杂度高 3

单纯形

映射

神经

网络

,4**X

+

!"

,

利用单纯形复形和
aQ9D;FD

<

复形来增强对抗性

样本的鲁棒性
高度依赖输入数据的特性 3

,4**X

+

!M

, 超球面投影代替凸多面体构建 梯度下降法会导致模型陷入局部最优解 二元分类

,4**X

+

>$

, 基于单纯形映射构建神经网络 模型稳定性较差 分类任务

对称单纯形

神经网络
0,,**

+

&%

, 利用对称单纯形函数进行前向传播和反向传播
对称单纯形函数的计算依赖于输入向量的排序

结果'影响模型泛化能力
图分类

单纯复形

表示学习
,'1

+

@

,

通过几何消息传递方案来学习单纯复形的嵌入

表示
计算复杂度高 图分类

高阶跳跃

网络
(,*X

+

&?

,

通过在单纯形复中传递信号'利用高阶结构实

现跳跃连接
难适用于大规模图 链路预测

A

!

单纯形神经网络的应用与性能分析

!!

尽管单纯形神经网络的研究起步较晚'但其已

广泛应用于现实生活的各个领域#接下来'本节将

深入探讨此类模型在不同领域的实际应用'并分析

其在泛化能力&鲁棒性等性能指标上的表现#

A?<

!

应
!

用

&d?d?

!

缺失数据插补

在现实世界中'数据采集过程中常常由于信息

遗漏&采集设备故障&传输媒体故障或属性值缺失等

原因'导致数据不完整#这种数据缺失问题会对数

据挖掘模型的准确性和稳定性产生负面影响'进而

导致模型输出结果不准确#因此'缺失数据插补

$

4EXXEF

G

aDTD)C

S

;TDTE8F

'

4a)

%成为统计学和机

器学习中的关键问题#近年来'

N**

被发现是解决

数据缺失插补任务的强大工具+

>@

,

'通过将这一方法

扩展至单纯形神经网络'可以进一步评估模型执行

4a)

任务时的性能表现#

在语义学者开放研究语料库中'通过在图上执行

随机游走对合著复形$

'8D;TJ8UXJE

S

'8C

S

9QK

'

''

%进

行采样#在采样过程中'一篇有
! ?̀

名作者的论文

由
!"

单纯形表示'而
!"

单纯的信号则表示该论文的

引用次数#最终从语义学者开放研究语料库中提取

出两个合著复形'其单纯形的数量如表
!

所示+

$

,

#

表
@

!

单纯复形的每维单纯形的数量+

=

,

维度
% ? $ @ ! & > # " M ?%

''? @&$ ?!#! @$"& &%?M &&&M !&!# $#@$ ??#& @!@ >? &

''$ ??$> &%&M ??"!% ?""$$ $?!#$ ?#"M> ?%"!# !>#@ ?@&# $@" ?M

!!

展示了
,**

&

,'**

&

,16

和
,1*

在表
!

所示

的
''?

数据集上的实验性能#可以明显看出'

,'**

的性能优于
,**

'这主要是因为
,'**

的滤波器能

够在单纯形的上&下邻域内独立执行卷积操作'从而

增强了模型的表达能力#此外'表
&

显示
,1*

模型

在单纯形的不同维度和不同缺失数据比例下均取得

了最佳性能'说明在单纯形神经网络中引入注意力

机制对于提高模型性能至关重要#然而'与
,**

和
,'**

的实验结果相比'

,16

模型的性能最差'

原因是
,16

在单纯形的上&下邻域之间共享注意力

机制'导致模型无法充分区分上&下邻域的不同影

响'进而影响了模型性能#

M$>?

#
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表
A

!

缺失数据插补不同模型结果$

$003410

:

B751C;14;

%

+

@A

,

f4EXX

(

.U[QU

*

!

4QTJ8[

模型类别
%

@&$

?

?!#!

$

@$"&

@

&%?M

!

&&&M

&

!&!#

?%f

,**

谱域
M?e%d@ M?e%d$ M?e%d$ M?e%d$ M?e%d$ M?e%d!

,'**

谱域
M?e%d! M?e%d$ M?e%d$ M?e%d$ M?e%d$ M?e%d$

,16

空域
?"e%d% @?e%d$ $"e%d? @!e%d? &@e%d? &&e%d?

,1*

空域
M?e%d! M&e?dM M&e?dM M#e?d> M"e%dM M"e%d#

$%f

,**

3

"?e%d> "$e%d@ "?e%d> "$e%d@ "?e%d> "$e%d&

,'**

3

"?e%d# "$e%d@ "?e%d# "$e%d@ "?e%d# "@e%d@

,16

3

?"e%d% @%e%d% $Me%d? @&e%d? &%e%d? &"e%d?

,1*

3

"$e%d" M?e$d! "$e%d" M>e%d! M>e?d@ M#e%dM

@%f

,**

3

#$e%d> #@e%d! "?e%d> "$e%d@ "?e%d> #@e%d&

,'**

3

#$e%d& #@e%d! "?e%d# "$e%d@ "?e%d# #!e%d@

,16

3

?Me%d% @@e%d? $&e%d? @@e%d% !#e%d? &@e%d?

,1*

3

#&e$d? "Me$d? "$e%d" M!e%d! M&e%d& M>e%d&

!%f

,**

3

>@e%d# >!e%d@ "?e%d> "$e%d@ "?e%d> >&e%d@

,'**

3

>@e%d> >!e%d@ "?e%d# "$e%d@ "?e%d# >&e%d$

,16

3

$%e%d% $Me%d% $$e%d% !@e%d? &?e%d? &%e%d?

,1*

3

>#e?dM "&e$d" "$e%d" M?e%dM M@e?d? M&e?d>

&%f

,**

3

&!e%d# &&e%d& "?e%d> "$e%d@ "?e%d> &>e%d@

,'**

3

&!e%d> &&e%d! "?e%d# "$e%d@ "?e%d# &>e%d@

,16

3

?Me%d% @%e%d? $$e%d% @$e%d? !@e%d% !"e%d?

,1*

3

>?e?dM #Me!d@ "$e%d" ""e?d& M$e%d# M!e?d?

&d?d$

!

分类任务

$

?

%图分类

一个典型的分类任务是图分类#对于给定的

图'通过学习图中的特征模式和类别标签之间的映

射关 系'可 以 将 图 归 类 到 预 定 义 的 类 别 中#

,$''**

将图像编码为单纯
$b

复形'并通过对单

纯复形执行卷积操作以提取图像特征#

,16

则从

4*),6

数据库中获取包含手写数字
%bM

的图像'

并将其转化为超像素图#而超像素节点则通过区域

邻接图与直接相邻的节点连接'形成最终的图表示

以进行图分类#

,'*5X

利用单纯形池化层提取图

数据特征'并通过堆叠多个
,'*

层实现图分类任

务#

0,,**

将输入图像传递至对称单纯形层'通

过结合对称单纯形
,,

层与全连接层'利用差分操

作和
X8RTCDK

激活函数完成图分类任务#

(EN'*

通过引入多层高阶图卷积'有效提取节点特征'显著

提高了图分类性能#最后'

,'(DXJ

使用图神经网

络框架'进一步结合局部敏感哈希
2,(

技术'实现

图嵌入#

图分类数据集主要包括
4*),6

+

>!

,

&

6/aDTD=

XQT

+

>!

,

&

N6,0O

+

>&

,

&网格数据集+

>>

,

&

50.6+)*,

+

>#

,

&

4/61N

&

56'

+

>"

,

&

)4aO=O

+

>M

,和
)4aO=4

+

>M

,等'具

体描述如表
>

所示#表
#

记录了图神经网络与单纯

形神经网络在图分类任务中的对比结果$结果引自

,16

+

!!

,

%#实验结果显示'

,**X

&

,$''**

和
,16

模型的性能分别比
N'*

提高了
$%d&?f

&

$&d!?f

和
$Md@!f

"

,$''**

和
,16

模型的性能分别比

N16

提高了
%d??f

和
!d%!f

#

表
D

!

图分类任务常用数据集

数据集 说明

4*),6 4*),6

数据库由训练集中的六万张手写数字图像和测试集中的一万张图像组成'

,16

模型用到了
%

"

M

的手写数字图#

6/aDTDXQT

包含
\\\:

G

UD

S

J9QDUFEF

G

:E8

上提供的
?$%

多个图数据集'

,'*5X

模型中用到了
aa

&

50.6+)*,

&

4,0'$?

和
*')?%M

四种数据集#

N6,0O

德国交通标志识别基准数据集包含
!@

个类别的物理交通标志#

网格数据集
>

个类别是
>%

个网格图像'包含猫&大象&脸部&头部&马和狮子各
?%

个网格图像#

50.6+)*,

50.6+)*,

是蛋白质结构图'一个节点代表一个氨基酸'如果两个节点之间的距离小于
>1

'则构成边#其中'图的标

签代表蛋白质是酶还是非酶#

4/61N 4/61N

数据集包含
?""

个硝基化合物'标签是判断化合物是芳香族还是杂芳族#

56' 56'

全称是预测毒理学挑战'是
@!!

种化合物的集合'以图表形式表示'报告对大鼠的致癌性#

)4aO=O

4aO=O

是电影协作数据集'由
?%%%

名在
)4aO

中扮演电影角色的演员组成#在每个图中'节点代表演员'如果它们出

现在同一部电影中'则它们间有一条边#这些图来源于动作和浪漫类型#

)4aO=4

)4aO=4

是一个关系数据集'由
?%%%

名在
)4aO

电影中扮演角色的演员组成#一个节点表示一个演员'当两个节点出

现在同一部电影中时'则用边连接它们#其中'边来自三种不同的类型!喜剧&浪漫和科幻#

1)a, 1)a,

包含
$%%%

种分子化合物'每一种都以图表的形式表示#

5'=@ 5'=@

由
$#&%M

种具有抗癌活性的化合物组成#

OB0 OB0

包含
!%&

个苯二氮卓受体配体'每个配体都以图表形式表示#

%@>?

计
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通过以上分析'可以看出'单纯形神经网络在图

分类任务中相较于传统的图表示学习方法取得了明

显的性能提升#此外'从表
#

可以看出'在图神经网

络中'

N16

的模型性能最佳'而在单纯形神经网络

中'

,16

的模型性能表现最为突出#这进一步表

明'与基于谱域的卷积神经网络相比'注意力机制能

够有效捕捉网络特征'从而显著提升模型性能#

表
E

!

图分类在不同模型上的实验结果+

!!

,

模型类别 模型 参数 准确率
e

标准差

谱域
N'* ?%>@! >@d>&e?d"$

空域
N16 M">$ ""dM&e%dMM

谱域
,**X ?%>?$ "!d?>e?d$@

谱域
,$''** ?%@?& "Md%>e%d!#

空域
,16 ?%?"> M$dMMe%d#?

$

$

%节点分类

另一个常见的基准任务是节点分类#

,N16

通

过多层图注意力机制进行消息传递和特征聚合'以

获得节点特征表示'进而预测节点类别#在节点分

类任务中'

(EN'*

引入多层高阶图卷积层'以提取

更丰富的节点特征表示'从而更有效地利用节点信

息#

68

S

8=425

不仅使用前馈传播算法计算节点的

隐藏表示'还利用高阶邻域损失函数优化节点的分

类准确性#

68

S

8,02

则基于自监督学习方法预测

节点分类性能#

表
"

列出了常用的节点分类数据集#通过分析

表
M

的实验结果'可以明显看出'

,N16

模型在节点

分类任务上表现最佳'且
N16

模型的性能显著优

于
N'*

#这表明'单纯形神经网络能够充分提取数

表
F

!

节点分类任务常用数据集

数据集 节点 边 类别 特征

aO25 ?"!%& >#M!> ! @@!

1'4 "MM! $&M$$ @ ?M%$

)4aO ?$##$ @#$"" @ ?$&>

'8UD $#%" &!$M # ?!@@

'ETQXQQU @@$# !#@$ > @#%@

5;ZCQ[ ?M#?# !!@@" @ &%%

'8FTDHT=JE

G

J=XHJ889 @$# &"?" M b

'8FTDHT=

S

UECDU

<

=XHJ889 $!$ "@?# ?? b

XQFDTQ=ZE99X $M! $M&?# $ b

表
G

!

节点分类在不同模型上的实验结果+

&

,

数据集 度量
N'*

$谱域%

N16

$空域%

,N16

$空域%

aO25

4DHU8=3? "#d>&e%d$M M?d>Me%d$# M@d"%e%d$%

4EHU8=3? ""d#?e$d#! M$d>&e%d$& M!d&"e%d$%

1'4

4EHU8=3? M?d!>e%d!" M$d?>e%d@$ M$d!?e%d@>

4DHU8=3? M?d@@e%d!# M$d%>e%d@@ M$d@&e%d@>

)4aO

4DHU8=3? &>d#$e%d!M &#d@$e%d"" &MdM#e%d!?

4EHU8=3? &"d@?e%d&? &"d#&e%dM" >$d&?e%d&!

据中的多元高阶关系'有效弥补了传统图神经网络

在挖掘高阶拓扑信息方面的不足#此外'注意力机

制显著提升了模型的分类准确性#

$

@

%轨迹分类

单纯形神经网络在轨迹分类任务中同样展现出

巨大的应用潜力#将
,16

应用于轨迹分类任务时'

首先在单位正方形内采样
?%%%

个点'并对这些点进

行
aQ9D;FQ

<

三角剖分以生成数据集"随后'从左上

角选取起点&右下角选取终点'生成不同类型的轨

迹"接着'使用四层的
,16

模型对生成的数据集进

行训练'经过平均池化操作后'将输出结果送入多层

感知器进行轨迹分类#在将
45,*X

应用于轨迹分

类任务时'可以通过合成单纯复形轨迹和海洋漂流

者轨迹两类数据集评估模型性能#对于合成单纯复

形轨迹'轨迹被表示为单纯复形上的信号'并依据路

径的起始位置$左下角或右上角%被划分为两个不同

的类别#对于海洋漂流者的真实世界轨迹'通过将

其离散化为一个单纯复形'以表征马达加斯加岛周

围的流动'从而区分顺时针和逆时针的流动模式#

'EF

I

;Q

等人+

>?

,利用图形表示方法将轨迹数据转化

为图形数据'提出了用于轨迹分类任务的
,'*5

模

型#

,1*X

通过结合单纯形操作与注意力机制'实

现对轨迹数据的有效分类#

表
?%

给出了
,1*X

与其他单纯形神经网络在

轨迹分类任务中的对比结果'数据来源于文献+

!&

,#

实验结果表明'在合成流数据集上'

,1*X

模型的性

能在三种激活函数下均达到了
?%%f

的准确率#在

真实世界数据集上'

,1*X

同样取得了最好的实验

结果'进一步证明了其在轨迹分类任务中的优越性

表
<H

!

轨迹分类在不同模型上的实验结果$

$003410

:

B751C;14;

%

+

!&

,

模型类别 模型 激活函数
,

<

FTJQTEH398\

(

f .HQDFaUERTQUX

(

f

空域

$消息传递%

45,*X

)[ M$d>e@d% #@d%e$d#

0Q2/ &%d%e%d% !>d&e&d#

6DFJ M&d$e?d" #$d&e%d%

谱域

$霍奇拉普拉斯%

,'**

)[ >>d&e%d?> M"d?e%d%?

0Q2/ ?%%e%d% M#d%e%d%?

6DFJ >#d$e%d%> M#d%e%d?>

?@>?

#
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$续 表%

!

模型类别 模型 激活函数
,

<

FTJQTEH398\

(

f .HQDFaUERTQUX

(

f

空域

$注意力机制%

,16

)[ MMd#e%d% M#d%e%d%?

0Q2/ ?%%e%d% M&d%e%d%%

6DFJ ?%%e%d% M&d%e%d%?

,1*X

)[ ?%%e%d% MMd%e%d%?

0Q2/ ?%%e%d% M"d&e%d%?

6DFJ ?%%e%d% M"d&e%d%?

以及模型引入注意力机制的有效性#

&d?d@

!

预测任务

$

?

%链路预测

(,*X

将输入信号经过一系列线性变换和非线

性激活函数处理后'与高阶跳跃连接的结果进行拼

接#这种方法能够在模型中引入高阶结构信息'从

而提升链路预测性能#

O,H*QTX

是首次用于链路预

测的单纯形神经网络'其将网络表示为单纯复形#

在进行链路预测时'

O,H*QTX

利用已知的网络结构

信息作为训练数据'通过学习网络的拓扑特征和节

点属性'对未知节点间的连接关系进行预测#

表
??

列出了常用的链路预测数据集#表
?$

展

示了
O,H*QTX

与其他图神经网络模型在链路预测

任务中的实验性能#结果表明'

O,H*QTX

在所有数

据集上均实现了最佳性能'表明其能够充分利用网

络中的高阶信息'从而在链路预测中实现更为准确

的结果#对于传统的图神经网络'

N16

性能优于

N'*

'这突显了在神经网络中引入注意力机制的重

要性#此外'对于
(N'*

而言'除
'8UD

数据集外'

模型在其他数据集上的性能仅次于
O,H*QTX

'这证

明双曲卷积能够更好地捕捉数据中的层级结构#

表
<<

!

链路预测常用数据集

数据集 节点 边 特征

'8UD $#%" &!$M ?!@@

5;Z4Q[ ?M#?# !!@@" &%%

4QQTEF

G

X ?%? $&> !

5J8FQ'D99X ?%% ?$! !

1EU

S

8UT @?"" ?">@? !

aEXQDXQ ?%!! ?%!@ ?%%%

(E

G

J,HJ889 ##@ >@!$ !

,TDRR'8CC;FET

<

&& !!? !

表
<=

!

链路预测在不同模型上的实验结果$

$003410

:

B751C;14;

%

+

@?

,

类别 模型
'8UD 5;Z4Q[ 4QTTEF

G

X 5J8FQ'D99X 1EU

S

8UT aEXQDXQ

3

425 "@d?&e%d&? "!d?%e%dM# >@d$%e>d$$ >%d?%e>d#$ "Md?&e%d&$ #$d>$e%d>?

谱域
(**

+

#%

,

"Md%%e%d?% M!d"#e%d?? #?d%%e@d$" >%dM%e!d$& M%d#"e%d$$ #&d?%e%d@&

谱域
N'* M%d!$e%d$" M?d??e%d&& #$d%"e!d?M >?d&%e&d"% "Md$#e%d!$ >#d!%e%d&>

空域
N16 M@d"Me%d?@ M?d$$e%d?$ #!d%%e!d>" >@d!%e&d$% M%d&&e%d@# >MdMMe%d@$

空域
,1N+ ">d$!e%d>& "&dM>e?d?> #$d@%e&d$& >$d%#e&d!M M%d!#e%d&M >&dM?e%d@@

谱域
,N' M?d>#e%d$% M!d?%e%d$% #@d@"e@d!M >@d"%e&d#? M%d%?e%d@$ >&d$?e%d$@

谱域
,+12 M$d&&e%d&% M$d!$e%d?$ #?d%Me#d&% >$dM>e!d?# M&d?>e%d@M "&d$@e%d#M

谱域
(N'* M@d%%e%d!& M>d$Me%d?" "@d$%e!d?& #%d$%e@d## M>d!%e%d?M M%d"%e%d@%

空域
5+N* M@d?@e%d&% M&d"$e%d$% #!d?#e&d%% >&d$@e!d?& M&d!>e%d#? "@d>?e?d$>

空域
62'=N** M!d$$e%d#" M#d%@e%d?% #@d$%e&d@$ >>d?#e@dM% M>d>%e%d>M ">d?Me?d$@

谱域
O,'*QTX M!dM%e%d#% M#d&&e%d?$ ""d%&e&d&? #Md!@e>d%! M#d&#e%d># M"d>%e%d&"

!!

$

$

%单纯形预测

,''**

将图上的链路预测任务扩展到单纯形

数据上'提出了一种用于单纯形预测的神经网络模

型#

68

S

8,02

则通过训练编码器来实现单纯形预

测任务#对于给定的开放单纯形'

68

S

8,02

首先使

用编码器将其表示为一个向量'然后利用该向量来

预测开放单纯形的闭包'即在输入数据中与该开放

单纯形相关的其他单纯形#

表
?@

展示了
N**

与其他单纯形神经网络模

型在单纯形预测任务中的实验结果#可以看出'

,'8*Q

&

,'**

&

,$''**

和
,''**

在单纯形预测

任务上表现优异#特别地'与传统的
N**

相比'

,''**

在预测
$=XEC

S

9QK

和
@=XEC

S

9QK

时'性能分

别提升了
!d&f

和
$d"f

#

表
<>

!

单纯形预测在不同模型上的实验结果
$

$003410

:

B751C;14;

%

+

@@

,

模型类别 模型
$=XEC

S

9QK @=XEC

S

9QK

谱域$图拉普拉斯%

N** M@dMe?d% M>d>e%d&

谱域$霍奇拉普拉斯%

,** M$d%e?d" M&d?e?d$

,'8*Q M&d>e?d@ M"d?e%d&

,'** M>dM&e?d& M"d@e%d!

,$''** M"d%e%d& M"d&e%d&

,''** M"d!e%d& MMd!e%d@

$@>?

计
!!

算
!!

机
!!

学
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报
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$

@

%轨迹预测

,''**

通过对轨迹的边特征进行卷积操作'

学习轨迹的特征表示'以实现轨迹预测任务#

,'8*Q

利用霍奇拉普拉斯算子对
$=

维单纯复形上

的轨迹进行建模'该模型在全球漂流器数据集和柏

林地图数据集上均取得了较好的预测准确性#

,D**

使用掩码函数提取相邻节点的嵌入'并利用

解码器进行轨迹预测#

68

S

8,02

将轨迹数据转换

为单纯复形'其中每个节点代表轨迹中的一个位置

点#对于给定的轨迹序列'编码器提取各节点的特

征表示'并通过预测下一个节点的特征表示以实现

对下一个位置点的预测#

轨迹预测任务的常用数据集包括!

.HQDFaUERT=

QUX

和
,

<

FTJQTEH

#通过分析表
?!

的实验结果可知'

在
.HQDFaUERTQUX

数据集上'

68

S

8,02

模型的性能

相比于
5U8

_

QHTE8F

提高了
?!d"&f

'这表明基于谱域

的单纯形神经网络在轨迹预测任务上的优越性#

表
<@

!

轨迹预测在不同模型上的实验结果
$

I<70*4&7B751C;14;

%

+

!@

,

模型类别 模型
.HQDFaUERTQUX ,

<

FTJQTEH

3

5U8

_

QHTE8F $#d?&e%d% &$d%e%d%

谱域
,'8*Q @%d%e%d> &&d!e?d?

谱域
,'** $"d&e%d> &%d&e?d%

其他
68

S

8,02 !$d%e@d% &%d%e?d%

$

!

%化学性质预测

+45,*X

通过在抽象单纯复形上学习消息传

递机制'有效捕捉分子间的几何拓扑关系#与传统

图神经网络相比'

+45,*X

能够在消息传递过程中

充分利用高维单纯形结构'从而更好地建模分子系

统#

,45**

则是另一种用于化学性质预测的单纯

形神经网络模型'其已在拓扑和几何两类化学数据

集上进行了实验#在拓扑数据集上'

,45**

通过

在分子的拓扑结构上执行消息传递'有效捕捉分子

间的相互作用#针对几何数据'

,45**

以分子中

各原子的笛卡尔坐标作为输入'并通过模型输出各

原子贡献的总和'实现对化学性质的精确预测#

表
?&

展示了
,45**

与
N'*

等传统图神经

网络在化学性质预测任务中的实验结果#可以看

出'

,45**

在所有数据集上均实现了最先进的性

能#整体而言'

45**

&

a=45**

和
,45**

的实

验结果优于
N'*

和
N16

'这表明基于消息传递的

神经网络架构在捕捉网络拓扑结构方面具有更

强的表现力#此外'相较于传统图神经网络'单纯

形神经网络能够更有效地挖掘数据中的高阶交互

信息#

表
<A

!

化学性质预测在不同模型上的实验结果+

@M

,

$单位!

98

G

489

(

2

%

aDTDXQT

N'*

$谱域%

N16

$空域%

4*55

$空域%

a=45**

$空域%

,45**

$空域%

aQ9DFQ

<

%d"#" ?d??> %dM%@ %d#$& %d#%M

(;;X]8FQF %dM?# %dM># %d#$@ %d#?! %d>"#

.'(+4 %dM&$ %d#"" %d>#& %d>M@ %d&%"

6DF

G

%d#?M ?d%$# %d#%! %d>>M %d&>>

';E ?d%#$ ?d%?# %dM"@ ?d%$@ %dM&#

&d?d!

!

识别有影响力单纯形

),4FQT

使用传染病传播模型生成真实的单纯

形影响力得分作为标签'并与传统的度中心性&接近

度中心性等指标比较'评估模型在识别有影响力单

纯形方面的性能#表
?>

展示了
),4FQT

模型与核

心中心性$

''

%&度中心性$

a'

%&

(=

指标$

()

%&邻居

度$

*a

%和广义度$

(a

%指标在识别有影响力单纯形

任务时的实验结果'可以发现
),4FQT

在识别单纯

形影响力方面表现出了非常显著的效果#

表
<D

!

9&C;1//

排名相关性在有影响力的
=J

单纯形挖掘任务中的表现+

@!

,

,'X a' *a (a '' () *) ),4FQT

NQ898

G<

%d?!$ %d?!? %d$@# %d?&? %d?!M %d$#! %d!>@

(EXT8U

<

b%d$?@ b%d$@M b%d?"& b%d@%& b%d$"! %d&MM %d>#$

aO25 %d%"! %d%>& %d%M? %d%@" %d%&& %d$%! %d@&$

A?=

!

性能分析

&d?

节系统性地总结了现有单纯形神经网络的

应用'发现其主要集中在图像分类&节点分类&链路

预测和轨迹预测等领域#通过梳理这些应用中所涉

及的数据集及其模型性能'旨在帮助读者更好地理解

单纯形神经网络未来的发展潜力#下文将进一步探

讨单纯形神经网络的泛化能力&鲁棒性及其性能评估

指标等'以全面评估该类模型的实用性与可靠性#

&d$d?

!

泛化能力与鲁棒性分析

单纯形神经网络通过利用正则化和数据增强等

技术'能够有效提升模型在图像&文本和网络数据等

数据集上的泛化能力和鲁棒性#具体来说!$

?

%在

图像数据上'单纯形神经网络利用旋转&缩放和翻等

数据增强技术'可以丰富训练数据的多样性'进而提

高模型的泛化能力#同时'通过对抗训练生成对抗

样本'可以增强模型在应对图像数据扰动时的鲁棒

性'提升模型对噪声或恶意攻击的抵抗力"$

$

%在文

本数据上'通过对原始文本进行随机扰动&变换或添

加噪声等操作'可以增加训练数据的多样性'有助于

提高模型的泛化能力和鲁棒性"$

@

%在网络数据上'

@@>?

#
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单纯形神经网络能够通过构建多维高阶几何结构来

捕捉网络中的复杂关系'并通过节点扰动&边扰动和

子图采样等数技术'可以提升模型在不同网络结构

上的泛化能力#

此外'以
&d?d?

小节的缺失数据插补实验为例'

从表
&

的实验结果可以看出'随着缺失数据比例的

增加'单纯形神经网络的鲁棒性逐渐减弱#这说

明'当缺失数据较多时'尽管单纯形神经网络在一

定程度上能够应对数据不完整的情况'但其表现仍

受到缺失数据的显著影响'使得模型的鲁棒性有所

下降#

&d$d$

!

应用优势

与图神经网络仅能处理节点间的成对关系不

同'单纯形神经网络因其能够高效处理多元高阶数

据而备受关注#因此'未来的研究可以考虑探索单

纯形神经网络在生物信息学和社交媒体分析等领域

的应用潜力#例如'在生物基因分析中'单纯形神经

网络能够更好地捕捉基因间的复杂多元关系'为疾

病诊断和治疗提供更精准的信息"在蛋白质结构预

测中'单纯形神经网络可以对蛋白质序列和结构进

行更准确的建模和预测'有助于加速新药研发和生

物医学工程的发展等"在社交媒体分析领域'单纯形

神经网络能够有效处理复杂的社交网络结构'深入

解析用户之间的互动关系'增强对用户行为与社交动

态的理解#此外'单纯形神经网络在个性化推荐系统

中也表现出强大的潜力'它可以更精准地捕捉用户偏

好'提升推荐质量'从而增加用户满意度和黏性#

&d$d@

!

训练与优化

单纯形神经网络可以通过特征选择&数据预处

理&正则化技术&早停策略和超参数调优等多种方法

来提升模型训练效果#具体而言!$

?

%特征选择!在

训练前'通过递归特征消除和
2?

正则化等算法减

少特征维度'筛选出对模型最重要的特征'简化模型

输入"$

$

%数据预处理!对数据进行去噪&标准化和

归一化处理等'确保数据的一致性和有效性'以降低

模型在处理数据时的计算负担"$

@

%正则化技术!通

过
2$

正则化和
[U8

S

8;T

等方法防止模型过拟合'增

强模型对新输入数据的处理能力"$

!

%早停策略!应

用早停策略避免模型过度训练'确保其在验证集上

的性能达到最优"$

&

%超参数调优!使用网格搜索等

方法优化超参数'寻找最适合当前任务的模型配置'

提升模型的整体性能#

综合运用以上方法'可以有效减少训练过程中

不必要的计算开销'提升模型的性能和效率#

&d$d!

!

时间复杂度分析

由于本文涉及的单纯形神经网络模型较多'因

此我们从谱域和空域方法中各选择了一个代表性模

型'进行时间复杂度分析#相关结果如表
?#

所示#

表
<E

!

模型时间复杂度分析

模型
,''**

$谱域%

,1*X
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其中'式$

@%

%中'

S

(

和
S

)

分别表示单纯形的下邻域

和上邻域的滤波器阶数'这表示
,''**

的参数复

杂度仅取决于模型的卷积深度#式$

@?

%中'

Q

$

(

%

+

和

Q

$

)

%

+

分别表示单纯形的下邻域和上领域的滤波器阶

数'

>

+

和
>

+`?

分别表示
+

层和
+ ?̀

层的特征数#

通过表
?#

不难发现'

,1*X

的参数复杂度高于

,''**

'尤其是注意力机制的引入导致了额外的参

数学习#特别地'对于两个模型的计算复杂度而言'

,''**

的计算复杂度相对较低'且每个邻域的卷

积是独立执行的#而
,1*X

模型在处理单纯形的更

多邻域或者当网络层数较多时'注意力机制会增加

模型计算负担#

综上所述'

,''**

设计相对简单'模型适用于

卷积步数少以及单纯形邻域较少的场景'但在处理

网络的高阶交互关系时效果不佳#

,1*X

引入注意

力机制'可以动态的学习单纯形邻域的重要性权重'

增强了模型对复杂结构的处理能力#然而'由于

,1*X

模型计算复杂度过高'导致其难以适用于大

规模图#

&d$d&

!

性能评估

单纯形神经网络目前已应用于节点分类&图像

分类&缺失数据插补和链路预测等任务中#针对不

同的下游任务'我们可以通过多种定量评估指标来

评价模型性能#在分类任务中'可以通过准确率和

>?

分数等指标衡量模型在测试数据集上的分类准

确性"在图像分类任务中'可以使用准确率和标准差

来衡量模型性能"而在链路预测任务中'

1/0.'

和

1/50'

等指标被用来评估模型性能#此外'还可

以通过采用多种评估数据集以及交叉验证等方法'

进一步确保模型的准确性和可靠性#

D

!

未来研究方向

近年来'受图神经网络研究的启发'单纯形数据

!@>?

计
!!

算
!!

机
!!

学
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报
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与神经网络的结合已经取得了显著成效'但由于单

纯形神经网络研究起步晚'因而还存在一些问题亟

待解决#

D?<

!

加权单纯形神经网络

目前已有的单纯形神经网络都是基于无权单纯

复形数据构建的'然而在实际应用中'单纯复形通常

是加权的#例如'在科研合作网络中'合作者团队可

以根据他们的合作强度$合作产生了多少篇论文%进

行加权#后续研究中'可以考虑利用加权单纯复形

结构'构造更符合现实情况的单纯形神经网络'从而

更好地挖掘数据间的高阶关系#

D?=

!

深度单纯形神经网络

以往的深度学习模型往往通过堆叠大量网络层

以加深网络结构'从而提升模型的表达能力#然而'

现有的图神经网络在层数较少时就已经实现了最佳

性能'进一步增加卷积层反而会造成模型过平滑#

为了解决这一挑战'学者们提出了许多针对深层图

神经网络的改进方案'如
0QX*QT

+

#?

,

&

a))=N'*

+

#$

,和

aQQ

S

QUN'*

+

#@

,等#近年来'虽然单纯形神经网络模

型发展迅速'但大多数研究仍集中于浅层模型'针对

深层模型的研究甚少#因此'深层单纯形神经网络

的研究具有重要的学术价值#在深层模型的构建过

程中'以下几个关键问题亟需解决!$

?

%如果单方面

堆叠单纯形神经网络的层数'是否会出现与深度

N'*

训练时产生的过平滑&过拟合和梯度消失类似

的问题"$

$

%是否可以将深度
N'*

技术推广到单纯

形神经网络上'构建深度单纯形神经网络模型"$

@

%

需要采用什么手段解决构建深度单纯形神经网络时

产生的各种问题#

D?>

!

动态单纯形神经网络

目前'基于单纯形数据的神经网络都是静态的'

涉及动态单纯形结构的网络模型几乎没有#然而'

在现实世界中'网络常常随着时间动态变化'这种变

化不仅包括网络结构的时变性'还涉及单纯形特征

的动态演变#因此'开发能够处理时空数据和动态

拓扑变换的单纯形神经网络'同样成为未来一个重

要的研究方向#

D?@

!

单纯形神经网络的可解释性

神经网络的可解释性一直是备受关注的研究领

域#

5D9;L8=(E[D9

G

8

等人+

!#

,首次引入了单纯形映

射神经网络的可解释性'但如何全面地解释单纯形

神经网络性能的显著提升'仍然是目前需要解决的

难题#后续研究中'可以考虑从网络可视化和鲁棒

性分析两个方面来增强模型的可解释性!$

?

%利用

可视化工具展示网络的层次结构和权重分布'以直

观地理解模型行为"$

$

%通过向模型提供污染数据'

测试其鲁棒性和决策过程'有助于识别模型的薄弱

之处#

DTA

!

大规模数据集的应用

现实生活中'网络规模往往非常庞大'例如微博

和微信等社交网络'通常包含数亿个节点和边#但

单纯形神经网络由于计算复杂度高等问题'无法有

效处理这些大规模网络#所以'开发适用于大规模

数据集的单纯形神经网络是一个重要的研究领域#

后续研究将重点关注以下两个方向!$

?

%考虑使用

单纯形采样技术'从整个网络中随机或有选择地抽

取子单纯形进行训练'以减少模型计算和存储开销"

$

$

%探索分布式计算和单纯形嵌入等方法'降低模

型计算复杂度并提高训练效率#上述技术有助于模

型快速有效地处理大规模数据集'使得模型应用更

为广泛#

D?D

!

多元化的应用场景

目前'单纯形神经网络主要应用于缺失数据插

补&分类任务和预测任务#而在推荐系统&知识图谱

以及生物信息等领域的应用几乎没有'模型应用场

景较为单一#因此'未来的研究将考虑从单纯形模

型构建$动态单纯形&时序单纯形%&数据预处理&多

任务学习以及跨模态融合等方面设计单纯形神经网

络模型'使其适应更多元化的应用场景#

E

!

总
!

结

在单纯形数据建模和图神经网络成功的推动

下'单纯形神经网络已经取得了快速发展#从
$%$%

年提出的
,$''**

和
,**

模型开始'到随后的

,16

&

,45**

和
0,,**

等各种模型的不断兴起'

掀起了单纯形神经网络的研究热潮#虽然单纯形神

经网络发展时限不长'但由于其可以捕捉高阶数据

间的交互关系'已受到众多研究者的广泛关注#因

此'通过阅读大量文献'本文对现有单纯形神经网络

进行了全面分析和回顾#

首先'文中给出了近几年单纯形神经网络的发

展历程"其次'给出了单纯复形&单纯形邻域&霍奇拉

普拉斯矩阵和霍奇分解等一系列基础概念和数学表

示'并用图示进行举例说明"然后'根据构建单纯形

神经网络时采用的方法不同'将其划分为单纯形卷

积神经网络经典模型两类'对于每类模型进行了详

细介绍"接下来'将单纯形神经网络的应用归纳为缺

失数据插补&分类&预测及识别有影响力单纯形
!

类'并对每类应用中的代表性模型及性能进行了详

细解释"最后'针对单纯形神经网络未来可能的研究

方向和亟待解决的问题进行了分析总结#单纯形神

经网络作为一种新兴的神经网络结构'在未来具有

广泛的研究和应用前景'例如!$

?

%模型设计!通过

&@>?

#
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探索更灵活&适应性更强的网络结构'单纯形神经网

络可以更好地捕捉数据间的高阶关系"$

$

%理论创

新!通过对单纯形理论和神经网络的探索'有助于加

深对优化问题和几何问题的理解'为单纯形神经网

络领域带来新的理论视角和方法论'推动单纯形神

经网络理论的发展"$

@

%算法改进!通过利用单纯形

中的几何特性'可以设计新的训练策略和正则化方

法'有助于提高网络的鲁棒性和泛化能力"$

!

%实际

应用!实际应用是衡量单纯形神经网络研究成果的

重要指标之一'未来的研究可以聚焦于探索单纯形

神经网络在生物医学&金融预测和智能交通等领域

的应用潜力#

总而言之'尽管现有的单纯形神经网络自身还

存在一定的缺陷和不足'但随着理论体系的不断进

步和完善'未来仍然是研究的热点#

致
!

谢
!

感谢4计算机学报5编辑和各位审稿专家的

辛勤工作6
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