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摘 要 平均精度(Average
 

Precision,AP)由于其对排序性能的全面度量,已经成为多种计算机视觉任务中广泛

使用的验证指标,包括长尾分类、图像检索和目标检测等。为缩小训练目标与验证指标之间的差距,近年研究提出

了AP指标的直接优化算法。然而,受限于AP风险的不可分解性,大多数现有的AP优化方法基于不稳定的替代

损失,即更改一个样本可能导致损失估计大幅波动。受该特性影响,期望风险与经验风险差距可能受到少数异常

样本的影响,致使模型泛化能力欠佳。鉴于此,本文旨在探索一种适用于随机AP优化的可泛化算法。为了克服不

稳定问题,本文首先基于AP风险的紧上界推导出一种加权成对形式的替代目标,使其具有良好的稳定特性。在理

论方面,本文对所提出的替代目标展开泛化分析,证明最小化替代经验风险可有效优化原目标的期望风险。在此

基础上,为有效最小化替代风险,本文设计了一种具有可证明收敛性的随机优化算法。在实践方面,通过3种任

务、7个基准数据集上的全面实验验证了所提出框架的有效性和理论结果的可靠性。
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Abstract 
 

Benefiting
 

from
 

its
 

comprehensive
 

measures
 

of
 

ranking
 

performance,
 

Average
 

Preci-
sion

 

(AP)
 

has
 

become
 

a
 

widely
 

used
 

evaluation
 

metric
 

in
 

computer
 

vision
 

tasks,
 

such
 

as
 

long-
tailed

 

classification,
 

image
 

retrieval,
 

and
 

object
 

detection.
 

Recent
 

methods
 

propose
 

direct
 

AP
 

op-
timization

 

algorithms
 

to
 

narrow
 

the
 

gap
 

between
 

training
 

objectives
 

and
 

evaluation
 

metrics.
 

However,
 

limited
 

by
 

the
 

non-decomposable
 

AP
 

risks,
 

the
 

majority
 

of
 

existing
 

AP
 

optimization
 

methods
 

suffer
 

from
 

unstable
 

losses,
 

i.e.,
 

changing
 

one
 

sample
 

might
 

lead
 

to
 

large
 

jitters
 

in
 

loss
 

estimations.
 

Such
 

a
 

property
 

reduces
 

the
 

generalization
 

since
 

the
 

expected/empirical
 

risk
 

gap
 

might
 

be
 

affected
 

by
 

a
 

few
 

abnormal
 

samples.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

aim
 

to
 

explore
 

a
 

generalizable
 

al-
gorithm

 

for
 

stochastic
 

AP
 

optimization.
 

To
 

overcome
 

the
 

unstable
 

issue,
 

we
 

first
 

derive
 

a
 

surro-
gate

 

objective
 

with
 

a
 

weighted
 

pairwise
 

formulation
 

from
 

a
 

tight
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

AP
 

risk.
 

Theoretically,
 

we
 

provide
 

a
 

generalization
 

analysis
 

for
 

the
 

proposed
 

surrogate
 

objective.
 

Then
 

a
 

stochastic
 

optimization
 

algorithm
 

is
 

designed
 

for
 

our
 

surrogate
 

objective
 

with
 

a
 

provable
 

conver-
gence.

 

Practically,
 

comprehensive
 

experiments
 

over
 

7
 

benchmarks
 

of
 

3
 

tasks
 

speak
 

to
 

the
 

effec-



tiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

framework
 

and
 

the
 

soundness
 

of
 

theoretical
 

results.
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1 引 言

作为精度-召回率曲线下面积(Area
 

Under
 

the
 

Precision-Recall
 

Curve,AUPRC)的无偏估计,平均

精度(Average
 

Precision,AP)度量了精度和召回率

的综合性能,被认为是一个更全面的指标,尤其对于

高度不平衡的数据集[1]。凭借这一吸引人的特性,

AP通常被视为图像检索[2-3]、目标检测[4-5]和 分

类[6-7]等各种视觉任务中的标准指标。

AP的广泛应用在过去二十年引发了对AP直

接优化方法的研究热潮。早期研究集中于全批量

方法[8-10]。然而,这些方法存在计算复杂度高的局

限,难以扩展到现代深度学习框架中。近期深度

学习的快速发展使得对随机 AP优化的关注日益

增加[2-3,5,11-13]。例如,针对 AP指标不可微问题,
采用Sigmoid函数[2,12]或指数函数[14]等可微替代

损失替换不可微的0-1损失。从PR曲线的定义

出发,其他方法[3,14-15]使用直方图分箱技术[16]来近

似精确率和召回率。Burges等人[17-18]则采用零阶

有限差分近似不可微函数的梯度。上述方法均较

为直观,并且提高了某些计算机视觉任务中的 AP
性能,但受限于不稳定的损失函数,大多数方法仍

缺乏适当的泛化保证。鉴于此,本文聚焦于下列

问题:
如何设计一个具有可证明泛化保证的AP优化

算法?
以往关于信息检索的工作[19-21]已经在双层问

题中研究了AP的泛化,即数据集包含多个查询,每
个查询包含多个二分类候选样本(是否相关)。当前

研究表明,该问题设定下,仅当查询数量足够大时,
才具有较小的泛化误差上界。然而,上述理论结果

无法解释单列表问题的泛化性,即数据集仅包含少

量或单个查询,例如目标检测或长尾分类问题。为

弥补这一空白,本文提供了一个初步尝试,研究单列

表级别的AP优化算法泛化性。一方面,这要求可

证明的泛化界,即替代经验风险与原期望风险的差

距可控;另一方面,要求适当的收敛速度,即替代经

验风险可被充分优化。达成上述目标的主要挑战包

含两方面:(1)理论层面,AP指标无法分解为仅包

含单个样本的独立项,使得标准的泛化分析工具[22]

不适用。此外,常用替代损失与原始 AP风险之间

的关系尚不明确,进一步增加理论保障难度;(2)方
面层面,AP的经验替代损失涉及所有样本的排序,
这需要通过低效的全样本扫描以获得无偏估计。

为了解决问题(1),本文从AP损失的一个性质

出发:它可以被看作是一种排序加权的成对损失。
基于这一事实,第4节中推导出了一个具有排序加

权成对形式的 AP损失的上界。基于此,通过权重

估计,AP损失被分解成多个独立分量组成的稳定

损失,为后续在第5节中得到可证明的泛化界奠定

基础。
在此基础上,第6节重点解决挑战(2),即如何

高效地优化本文提出的替代损失。首先,本文将待

最小化的替代目标重构为双层优化问题。随后,在
第6.1小节中提出了一个随机优化框架来联合优化

这两个层次。第6.2小节中从理论上证明了本文提

出的算法能够在O(1/ 4)样本复杂度下使优化目

标达到一个-驻点。
综上所述,本文的主要贡献如下:
(1)稳定的 AP替代优化目标。本文从 AP风

险的上界推导出一个稳定的 AP替代损失,从而获

得可证明的泛化保障。基于此,本文提出了单列表

AP优化泛化界,克服了传统方法对查询数充分大

的要求。
(2)收敛性良好的优化算法。针对所提出替代

目标的双层优化特性,本文设计了无偏随机优化算

法,并证明该算法具有良好的收敛率。
(3)多任务应用验证。在实践方面,本文在图像

检索、目标检测、长尾分类等任务的7个基准数据集

上进行了全面的实验研究,展示了所提出框架的广

泛应用潜力。

2 研究现状

2.1 AUROC优化方法

  除了平均精度(AP)之外,在排序学习和长尾问

题中另一个常用指标是 ROC曲线下面积(AU-
ROC),它具有对长尾数据分布不敏感的特性,因此

被视为长尾问题的标准指标之一。早期关于 AU-
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ROC优化的研究[23-24]聚焦于在全批量学习,计算量

较大。为提升效率,研究人员提出多项式近似方

法[25]和基于集成的方法[26]求解
 

AUROC优化问

题。在过去几十年中,在线和随机方法[27-31]相继被

提出,将AUROC优化扩展到深度学习框架下的大

规模数据集中。最近,Ying等人[32]将随机AUROC
优化问题重构为随机鞍点问题,该形式在相关问题

中被进一步发展利用[28-29]。

2.2 AP/AUPRC优化方法

  尽管 AUROC在机器学习中广泛用作测试指

标,但当数据分布严重不平衡时,它会倾向于过于乐

观[1]。因此,文献[22-33]使用精确率-召回率(Pre-
cision-Recall,PR)曲线代替ROC曲线来衡量模型

在严重不平衡数据集上的性能,导出名为PR曲线

下面积(Area
 

Under
 

the
 

Curve,
 

AUPRC)的测试指

标。对于有限数据集,AUPRC可采用平均精度

(Average
 

Precision,AP)作为无偏估计[34-36],因此

针对 AUPRC指标的优化方法通常被称为 AP优

化。由于AP和AUROC的不一致性[1],如何直接

优化AP在过去几十年中引起了研究人员的关注。
针对AP指标既不可微分也不可分解的特点,一些

早期工作利用离散优化方法来解决这个问题,例如

马尔可夫随机场模型[9]、随机搜索[8]、动态规划[37]

和误差驱动方法[17]。作为早期尝试,Mohapatra等

人[10]通过最小化 AP的正则化凸上界来探索在

SVM中优化AP。然而,由于高复杂度和对模型原

型的强假设,这些方法难以到深度学习。因此,更多

方法转向在深度学习框架中优化 AP,特别是在计

算机视觉领域。
在深度学习中的AP优化方法大致可以分为三

条技术路线:(1)平滑近似,(2)误差驱动方法,(3)黑
盒优化。技术路线(1)的关键思想是用平滑的替代

目标来近似不可微的目标,以便实现基于梯度的优

化,例如,用Sigmoid函数[2,12]或指数函数[14]替换

0-1损失。从 PR 曲线的定义出发,一些 其 他 方

法[3,14-15]使用直方图分箱技术[16]来近似精确率和召

回率。这些方法比较直观,并且提高了某些计算机

视觉任务中的AP性能,但仍缺乏泛化的理论保证。
相比之下,Burges等人[17-18]提出技术路线(2),旨在

避免直接从不可微目标计算梯度。具体来说,根据

链式法则,通过用差分替换关于得分函数的微分,可
得关于参数的梯度。这一思想后来被扩展用于解决

目标检测中的长尾分布问题[4-5,38]。这些方法避免

了人工设计的替代函数,但仅在线性模型上有较弱

的收敛性保证[5]。而对于技术路线(3),黑盒优

化[39-41]旨在解决一般的组合优化问题,因此可以用

于排序优化[42],但由于追求算法通用性,忽略了对

排序学习问题的一些基本性质,性能仍有待提升。
本文在平滑近似路线的基础上更进一步。为填

补AP优化的理论空白,提出了一个 AP指标的稳

定上界作为替代目标,并为所提出的损失函数提供

了一个泛化界。此外,针对目标函数的双层特性提

出了高效的一阶优化算法,并提供了相应的收敛性

理论保障。

2.3 排序学习的泛化性理论

  泛化性能,即模型在未知测试数据上的性能,是
机器学习的一个基本问题。作为泛化分析标准框架

的关键组成部分,Rademacher复杂度[43-45]被提出用

于衡量模型复杂度。不幸的是,原始的Rademacher
复杂度要求待分析经验风险可被表示为独立项之

和,而成对目标函数和列表目标函数并不满足该假

设。因此,研究人员进一步开发了更多针对成对或

列表目标函数的技术。
以AUROC为典范,首先介绍关于成对目标函

数泛化界的研究。为了将 AUROC风险分解为一

系列标准逐项风险之和,文献[1,46]利用图着色技

术将相互依赖的项划分为若干组,使得同一组中的

各项独立。基于此,每组均分别适用标准框架。此

外,为解决该问题,文献[46,30]为AUROC风险提

出了新的Rademacher复杂度变体。
除了成对风险之外,列表风险的泛化界在排序

学习中也非常重要。例如,常用的指标如平均精度

和归一化折损累计增益(Normalized
 

Discounted
 

Cumulative
 

Gain,NDCG)均表示为相互依赖的排序

列表项之和,即每一项均涉及排序列表中所有样本,
难以解耦。信息检索领域(Information

 

Retrieval,

IR)的文献[17,47]研究了双层设定下的列表泛化界,
即关于查询数量(查询层次)和每个查询的文档列表

长度(列表层次)的泛化。在查询是独立同分布采样

的假设下,Lan等人[47]提供了典型排序方法[19-21]的

泛化上界。Chen等人[48]弱化了查询是条件独立同

分布采样的假设,并且提供了一个O
1
m

+
1
n  阶

的泛化上界,其中m 和n 分别是查询数量和列表长

度。这个结论要求同时满足m → ∞ 和n→ ∞ ,才
能使泛化界一致收敛。Tewari和Chaudhuri[49]进

一步探索了O
1
m  阶的列表泛化上界,可随查询
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数量增加时收敛,不依赖列表长度。
为了确保AP在目标检测、长尾分类等查询有

限场景中的泛化性能,本文进一步研究了单列表层

次上的AP泛化界。该问题更具挑战性,因为目标

函数中所有项均相互依赖,使得部分依赖风险技术

(例如图着色技术)不可行。为了解决这个问题,本
文提出一种排序加权的成对函数作为替代目标。基

于成对Rademacher复杂度[30],本文提出一种加权

成对Rademacher复杂度,进而推导出
 

O
1
n  阶的

泛化界,克服现有方法对查询数依赖。

3 平均精度的性质

3.1 预备知识

  给定一个二分类数据集 ={xi,yi  }ni=1~ ,
其中 为数据分布空间,x∈RRd 为d 维特征,y∈
{0,1}为二分类标签。 的特征可以分为正子集

+={x+
i}n

+

i=1 和负子集
 

-={x-
i}n

-

i=1,分别采样自两

个 不 同 的 分 布:x+
i ~

i.i.d. : PPx+|y=1  ,

x-
i ~

i.i.d. :PPx-|y=0  ,其中n+,n- 是两个子集

的大小,满足n=n++n-。 本文目的为学习一个评

分函数
 

fθ ∈ :d ,其中θ 是从假设集 中选

择的参数,使得对于任意正负样本对 (x+
i,x-

j),尽
可能满足fθ x+

i  >fθ x-
j  。

为了便于表达,下文在无歧义的情况下简记 =
+∪ -,f=fθ,并附加如下符号表示:记ρ=n-

/n+,δ+ij =fx+
i  -fx+

j  ,δ+-ij =fx+
i  -fx-

j  ;设
 

ℓ0,1 为0-1损失函数,即当x≤0时ℓ0,1(x)=1,否则

ℓ0,1(x)=0;给定一个有限数据集 ,记实例x在 上的

排名为rankx,;f  =∑xj∈
 ℓ0,1fxj  -fx    。

基于上述符号,AUPRC[50]定义如下,其中t是

取值于
 

(-∞,∞)的决策阈值:

AUPRC(f)

=∫
1

0
PP[y=1|f(x)>t]

精度

dPP[f(x)>t|y=1]
召回率

,

上述定义基于连续的样本分布,而给定有限数据集,
通常采用平均精度(AP)作为AUPRC

 

的一种无偏

经验估计[34],形式如下:
 

AP︵(f)=
1
n+∑

n+

i=1
rankx+

i,+;f  /rankx+
i,;f    。

  显然,最大化评分函数f 的期望AP等价于最

小化以下风险:

(OP0)min
f∈

ℓ0,1(f)=EE ^ℓ0,1(f)  ,

ℓ̂0,1(f)=1-AP︵(f)=
1
n+∑

n+

i=1
h
~ ∑

n-

j=1ℓ0,1(δ
+-
ij )

∑
n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)  ,

其中,h
~(x)=x/(1+x)为单调递增函数。详细推

导见附录A。

3.2 排序指标的不一致性

  由于AP指标的形式较为复杂,一种常用方法

是优化其他排序指标[31,51-52],例如接收者操作特征

曲线下面积(Area
 

Under
 

the
 

Receiver
 

Operating
 

Characteristic,AUROC)以及前 K 准确率(Preci-
sion

 

at
 

K,Prec@K),形式如下:

AUROC(f)=
1

n+n-∑
n+

i=1
∑
n-

j=1
1fx+

i  >fx-
j    ,

Prec@K(f)=
1
K∑

n+

i=1
1rankx+

i,;f  ≤K  。

  然而,本文将展示这些指标与 AP存在不一致

现象,即在上述指标上性能好的模型,可能AP指标

反而较低。如图1所示,考虑三个评分函数。在

AP指标下,偏好顺序为f1≻f2≻f3,但是在AU-
ROC指标下恰好相反。Prec@K则对模型性能的

敏感度较低,因为它只计算前K个列表中的正样本

数量,而忽略了内部的相对排序。这种不一致性揭

示了直接优化AP的必要性。

图1 AP指标与其他排序指标(AUROC、Prec@K)的
不一致性。AP指标聚焦于排序列表头部性能。

上述例子引发的一个问题是:既然这些排序指

标不一致,AP
 

应该应用于哪些场景? 与f2 和f3

相比,f1在头部表现更好,而在尾部表现相对较差。
就AP指标的定义而言,排序靠前的错分样本对权

重更大,因此AP
 

侧重于头部,并且鼓励提升高分正

样本的表现,故AP更适合于检索、目标检测等对得

分高度敏感的场景。

3.3 AP损失的稳定性

  一般而言,AP优化算法旨在最小化其原始期

望风险
ℓ0,1(f),但实际中只能优化定义在有限数
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据集、可微替代损失上的替代经验风险,导致泛化误

差。聚焦于该问题,本文指出分析泛化误差与损失

函数的稳定性密切相关。直觉上,泛化误差受训练

数据的质量主导,异常样本、标注噪声等可能导致替

代损失波动,而不稳定损失波动更明显,导致优化更

新偏离期望方向,进而弱化模型在测试数据上的泛

化能力。因此,稳定 AP替代损失对模型在 AP指

标上的泛化性至关重要。
为定量研究上述问题,首先,本文利用有界差分

性质(Bounded
 

Difference
 

Property,BDP)来度量损

失函数稳定性,具体定义如下:
定义1.

 

有界差分性质.对于任意两个仅相差一

个样本的数据集 和 ',如果存在一个非负常数c,
目标函数

 

 ̂ℓ
·(f):χn RR满足以下条件,则称其具

备有界差分性质:

sup
f,,'

^ℓ(f)- ^ℓ'(f)≤c。

  考虑经典的逐实例损失,例如交叉熵损失:

ℓ̂(f)=
1
n∑

n

i=1
ℓce fxi  ;yi  。BDP 常 数 c 是

O(1/n),因为替换一个样本后仅影响一项。直观

上,在样本充足的情况下,目标函数对训练样本的微

小变化不敏感,泛化误差较小(对于预期的实例风

险)。
对于AP损失,其包含的0-1损失不可微分,难

以通过端到端方法直接最小化  ̂
ℓ0,1(f)。 初步观

察,可以采用平滑替代函数ℓ 替换ℓ0,1
[2,12,14],从而

得到可微目标函数:

ℓ̂(f)=
1
n+∑

n+

i=1
h
~
∑
n-

j=1
ℓ(δ+-ij )

∑
n+

j=1
ℓ(δ+

ij)  。
然而,即使只替换一个样本,上述目标也可能发生较

大变化,换言之,BDP常数为O(1),不随样本数增

加而递减。这是由于其不可分解形式:求和式中的

每一项都涉及所有样本,因此改变一个样本会影响

所有项。这种特性是通向可泛化AP损失的主要瓶

颈,本文旨在克服该不足之处。

4 稳定AP替代目标

为了确保可证明的泛化性能,即通过最小化替

代经验风险 ̂ℓ(f)可充分优化原期望风险
ℓ0,1(f),

下文聚焦于这两项之间的数量关系。结合第3.3小

节中提到的稳定性问题,AP替代目标基于以下两

个原则展开:
(1)目标函数应满足良好稳定性,即BDP常数

随训练样本量递减,进而可通过增加样本量缩小替

代经验风险 ℓ̂(f)和替代期望风险 ℓ(f)之间的

差距;

(2)替代期望风险 ℓ(f)和原期望风险
ℓ0,1(f)

之间的差距可控,以确保优化目标和评估指标的一

致性。
基于以上原则,文本围绕稳定 AP替代目标设

计及其优化算法展开,并应用于多种下游任务,研究

整体框架如图2所示。

图2 研究内容总览(本文发现AP损失稳定性与泛化性密切相关,随着训练样本数增加,稳定
 

AP
 

损失

的泛化误差上界收敛到零。鉴于此,提出通过成对样本损失与排序加权来估计稳定
 

AP
 

损失,并基于此

提出相应双层优化算法。所提出算法被应用于多种视觉任务,包括图像检索、目标检测和长尾分类。)

4.1 AP损失的稳定上界

  为寻找一个稳定的 AP替代损失,本文从第
3.2小节中提到的一个 AP指标性质出发,即它通

过控制错分样本对的权重聚焦于排序列表头部性
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能。直观而言,为了最小化原始经验风险^ℓ0,1(f),

应尽可能使正样本得分高于负样本得分,而交换一

对正样本的得分并不会改变 AP。因此,正样本间

的排序∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)可视为权重,而非优化目标。鉴

于此,本文通过如下技术路线推导稳定 AP替代目

标:首先,重构AP指标为带权成对损失形式,将AP
指标中样本间的复杂耦合关系限制在损失权重上;
随后,通过估计权重消除耦合关系,从而确保AP替

代目标的稳定性。

具体地,记ri =∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)/n+ 为正样本的归

一化排序,则^ℓ0,1(f)可重构为

^ℓ0,1(f)=
1
n+∑

n+

i=1
h
~ ρ
n-∑

n-

j=1
1/ri
损失权重

·
 

ℓ0,1(δ+-
ij )

成对损失  
(1)

以平滑的代理损失ℓ替换式(1)中的0-1损失,可

得可微目标函数。记ℓi =
1
n-∑

n-

j=1
ℓ(δ+-ij ),通过选择

满足ℓ≥ℓ0,1 的代理损失,可得

^ℓ0,1(f)≤
~ℓ(f)=

1
n+∑

n+

i=1
h
~(ρ/ri·ℓi) (2)

上述结论表明,通过最小化
~ℓ 可有效优化原经验风

险 ̂ℓ0,1。 然而,~ℓ 仍然不是合适的替代目标函数,

因为非线性函数h
~

分离了对正样本的求和与对负

样本的求和,导致较弱的BDP。注意到h
~

是凹函

数,一个满足原则(1)的自然替代方法是以下上界:

U
~ℓ(f)=h

~ 1
n+∑

n+

i=1
ρ/ri·ℓi  ≥ ~ℓ(f) (3)

式(3)可根据Jensen不等式证明。不幸的是,上述

不等式放缩过度,相应的损失上界U
~ℓ(f)过度偏离

原损失,进而违背了设计原则(2)(命题完整形式见

附录A)。

为了解决这个问题,本文进一步推导出
~ℓ(f)

的紧致上界,如下述定理所示:
定理1.

 

设ℓ:RR RR+ 为光滑函数,使得对于任

意x∈RR及ℓ∈[0,Bℓ],都有ℓ0,1(x)≤ℓ(x)。 记

ρ=n-/n+,h
~(x)=

x
1+x

,h(x)= 2+h
~(x)  -1/2,

>0,以及q=
π
2+

2(1+ρBℓ)
1+2ρBℓ

,如下不等式成立:

 ̂ℓ0,1(f)≤
~ℓ(f)≤q

2
·̂ ℓ(f,w)≜q

2

·̂ ℓ(f,w),其中,

ℓ̂(f,w)=h ρ
n+∑

n+

i=1
w(ri)ℓi  ,

w(ri)=

1
2
(ri-ri

2)-1/2,0<ri ≤
1
2
,

(1+ρBℓ)/(ri+ρBℓ),
1
2 <ri ≤1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  上述定理表明,̂ ℓ(f,w)是一个更合适的优

化目标,原因如下:首先,h
~

被一个外部嵌套函数h

替代,满足原则(1);其次,它是  ̂ℓ0,1(f)的一个紧

上界(更多讨论见第5节),满足原则(2)。

4.2 目标函数改进

  面向广泛应用的深度模型随机优化框架,上述

优化目标 ̂ℓ(f,w)仍存在一定局限性,具体体现

在其样本排序ri=∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)/n+ 的计算复杂度高

和加权函数w 的数值稳定性差。因此,本小节将讨

论替换上述两个关键组件。

注意到 ̂ℓ(f,w)包含一个基于排序的项ri =

∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)/n+ ,需要通过全批量扫描获得。为了

避免这种情况,采用正例x+
i 的期望形式替换ri 的

经验形 式。此 外,阶 跃 函 数ℓ0,1 对 正 样 本 得 分

fx+
i  的微小变化不敏感,导致微小偏差难以纠

正。为增强权重的区分能力,本文改用其平滑版本:

rℓi=
1
n+EEx+j ~

ℓfx+
i  -f x+

j    /Bℓ  ,

其中,ℓ0,1 被替换为值域为0到1的平滑函数ℓ/Bℓ。

根据Jensen不等式,如果ℓ是凸函数,则有rℓi ≥r~i=
ℓfx+

i  -μ+  /Bℓ,其中μ+=EEx+j ~
fx+

j    为

正样本平均得分。w 的单调性进一步表明w(ri)≈
w(rℓi)≤w r~i  ,从而替换后替代目标仍为AP风

险的上界。通过将ri 替换为r~i ,只需有效估计

μ+ ,即可在无全批量扫描的情况下获得权重,具体

算法将在第6节中进一步讨论。
实践中发现,定理1中定义的加权函数w 可能

会导致梯度爆炸,因为当r~i →0时w r~i  → ∞。
此外,其分段形式破坏了加权的平滑性,导致数值不

稳定。因此,考虑替换为如下加权函数:

w~(x)=((1+a)/(x+a))t ≤Bw~ (4)

99029
 

期 温佩松等:基于稳定替代损失的可泛化平均精度优化



其中,a 和t为可调超参数。当a=ρBℓ 并且
 

t=1

时,对于 1
2 <x≤1可得w~(x)=w(x),而对于0

<x ≤
1
2

可以选择较小的a 和较大的t,使得

w~(x)与w(x)处在同一量级。与w 类似,w~ 单调

递减。因此,通过设置合适的超参数,w~ 可以看作

是w 的平滑近似。
综上所述,AP优化的经验替代目标定义如下:

(OP1)min
f∈
 ̂ℓ f,w~  =h ρ

n+∑
n+

i=1
w~ r~i  ℓi  。

  引理1.
  ̂ℓ f,w~  满足有界差分性质并且

BDP常数为O(1/n).
上述引理表明,经过一系列近似后,所得AP替

代目标仍保持良好稳定性。接下来,本文将表明该

替代目标也满足设计原则(2),从而推导出可证明的

泛化界。

5 AP替代目标泛化性分析

在第4节中,本文提供了一个替代目标函数

 ̂ℓ f,w~  ,可视为AP经验风险上界的近似,即

^ℓ0,1(f)≤
~ℓ(f)≤q

2
· ̂ℓ(f,w)≈

q
2
·̂ ℓ f,w~  (5)

  上述近似带来了一个问题:通过w~ 估计基于排

序的权重 w 后,能否通过最小化替代经验风险

 ̂ℓ f,w~  显著 优 化 原 AP 期 望 风 险
ℓ0,1(f)=

EE  ̂ℓ0,1(f,w)  ?
为了解决这个问题,本节旨在探索所提出目标

函数的泛化差异,即证明存在一个正常数a,使得

下式大概率成立:

sup
f∈

ℓ0,1(f)-a·̂ ℓ(f,w)  ≤ (n),

其中,当n→ ∞ 时 (n)→0。
上述目标的主要挑战在于成对损失耦合了一对

样本。为了度量期望风险和经验风险之间的差距,
标准泛化性分析框架利用了Rademacher复杂度的

对称性[53]。然而,在相互依赖的成对项中缺乏对称

性使得标准框架不可行。为了解决这个问题,本文

引入成对Rademacher复杂度的变体[30],如下所示:
定义2. 成对Rademacher复杂度.

 

对于一个

二分类数据集 ={xi,yi  }ni=1,其中yi∈{-1,+

1},以及 分 数 函 数 f 的 假 设 空 间 ,经 验 成 对

Rademacher复杂度和期望成对 Rademacher复杂

度分别定义如下:

p( )=EEσ sup
h∈ ∑

n+

i=1
∑
n-

j=1

σ+
i +σ-

j

2n+n- ·w
~ r~i  ℓij

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

Rp
n+,n-

( )=EE ~ Rp( )  ,

其中,σ=(σ+
1,…,σ+

n+,σ+
1,…,σ+

n-
)是从{-1,1}中

均匀且独立 同 分 布 取 的 Rademacher随 机 变 量,

ℓij=ℓfx+
i  -fx-

j    , 是 的分布。基于此,
可得如定理2所示的抽象泛化界。然后,借助链式

界技术,可推导出期望成对Rademacher复杂度的

上界,从而得到定理3所示的泛化界。
定理2.抽象泛化界.

 

设 ={xi,yi  }ni=1为从

分布 中独立同分布采样得到的训练集。对于任

意得分函数f∈ 和δ∈(0,1),下式以至少1-δ
的概率成立:

ℓ0,1(f)≤q
2

ℓ(f,w)

≤q2

2
 ̂ℓ f,w~  +

2q2ρ p
n+,n-

( )

+
q2ρBw~Bℓ

2
2+ρ+1/ρ

2n log
1
δ
。

注记1.
 

上述定理的证明依赖于稳定替代损失

(引理1),详见附录B。
定理3.

 

在定理2的假设下,对于任意得分函数

f∈ 和δ∈ (0,1),下式以至少1-δ 的概率

成立:
ℓ0,1(f)≤q2

2
 ̂ℓ f,w~  +O

~

A/n·log(2/δ)  ,

其中,O
~

是在大O 复杂度符号的基础上忽略对数复

杂度项。
注记2.

 

上式第一项为本文提出的稳定 AP经

验替代风险,可通过选择适当的模型和训练技术充

分降低。第二项为泛化误差,随着训练集规模的增

加,以O
~

A/n·log(2/δ)  的收敛率降为零。综

上所述,定理3保证了在适当的模型和数据下,可以

通过最小化 ̂ℓ f,w~  显著优化测试AP损失。

6 双层随机优化算法

6.1 算法描述

  本小节描述求解优化目标
 

(OP1)的随机算法。
为简化符号,记eθ;u  =h(ρ·EEx+i ,x-j

[v(x+
i ;u)·
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ℓ(δ+-
ij )]),其 中 v(x+

i;u)=w~(ℓ(fθ(x+
i)-

u)/Bℓ),则优化目标可改写为下列期望形式:
(OP2)min

θ
e(θ;μ+),μ+=EEx+

[fθ(x+)]。

  上述优化目标函数显然为双层复合函数,内层

为求解正例期望得分μ+。 现有复合优化问题求解

方法[54-55]通常假设内层期望与外层变量无关,但在

(OP2)中,内层期望取决于外层优化变量θ,易导

致梯度估计有偏。为避免该特性导致的优化算法无

法收敛,本文提出估计正样本的平均得分μ+
k =EEx+

fθk x+    。 具体地,记μ+
k 和e 的随机估计为

μ+
k(k)和eθ;·,k  ,其中 k 为随机变量,通常受

样本随机采样主导。受方差缩减技术启发[56],μ+
k

的估计μ̂k 更新规则如下所示:

μ̂k=(1-λ)μ̂k-1+λμ+
k(k)

指数滑动平均

+(1-λ)(μ+
k(k)-μ+

k-1(k))
方差缩减项

。 (6)

结合滑动平均策略和方差缩减项,μ̂k 以快速收敛到

μ+
k ,从而避免有偏梯度估计的影响。

随后,模型参数θ 通过基于梯度的方法进行更

新,其中损失使用μ̂k 进行估计:

eθk;μ̂k,k  =
h EEx+i ,x

-
j
sgvx+

i;μ̂k    ·ℓ(δ+-
ij )    ,

其中,EEx+i ,x
-
j

表示在小批量样本上的平均操作,

sg[·]表示梯度截断操作。这是随着模型收敛,有

λ≈0和θk ≈θk-1,此时μ̂k 不能反传关于θk 的梯

度。在这种情况下,用来自vx+
i;μ̂k  的梯度更新

θ 会导致平凡解:降低正样本得分fθ x+
i  ,使得

vx+
i;μ̂k  较小。这种平凡解与最大化正样本得分

的目标相矛盾。因此,这里截断梯度以避免这种平

凡解。
算法流程总结如算法1所示。在每次迭代中,

我们首先用式(6)更新μ̂k (第4行)。然后,对采样

的小批量样本计算vx+
i;μ̂k  和ℓ(δ+-

ij )(第5-6
行)。在计算梯度后(第7行),使用一阶优化方法更

新模型参数(第8行)。
算法1.

  

(OP1)的随机优化.
输入:训练集 = +∪ - ,最大迭代次数T ,

学习率α,动量β,λ∈(0,1),用于控制算法性质的

常数s∈ [0,1]。
输出:模型参数θT+1。
过程:

1.初始化模型参数θ1,v̂0,γ1,γs
1;

2.for
 

k=1toT
 

do
3. 在随机变量 k 的控制下,从 中抽取小批

量样本;

4. 使用式(6)更新μ̂k ;

5. 在小批量中对所有正样本计算vx+
i;μ̂k  ;

6. 对所有正样本-负样本对x+
i,x-

j 计算

ℓ(δ+-
ij );

7. 计算随机梯度gk=

Δ

eθk;μ̂k,k  ;

8. 更新γk+1=θk -αgk,γsk+1=θk -sαgk,

θk+1=γk+1+β(γ
s
k+1-γsk).

9.end
 

for
6.2 收敛性分析

  接下来,对提出的算法进行收敛性分析。本节

收敛性证明依赖以下假设,即要求对于1≤k≤T ,
任意θ,θ',u,u',及a,b∈ 0,Bw~  ,下列条件均

满足:
假设1.

  

平滑性和Lipschitz连续性

‖

Δ

eθ;·,k  -

Δ

eθ';·,k  ‖ ≤Lθ‖θ-θ'‖,

‖

Δ

e(·;u,k)-

Δ

e(·;u',k)‖ ≤Lu‖u-u'‖,

‖fθ ·  -fθ'
(·)‖ ≤ϕf‖θ-θ'‖,

‖w~(a)-w~(b)‖ ≤ϕw~‖a-b‖。

  假设2.
  

方差及梯度有界

‖

Δ

eθk;u  ‖ ≤G,

EE k ‖

Δ

eθ;u  -

Δ

eθ;u,k  ‖2  ≤κ2e,

EE k
[‖μ+

k -μ+
k(k)‖2]≤κ2μ.

  假设3.
  

无偏随机估计
 

EE k

Δ

eθ;u,k    =

Δ

eθ;u  ,

EE k
[μ+

k(k)]=μ+
k。

  注记3.
  

假设1包含得分函数和加权函数的平

滑性,常见神经网络模型均满足该条件。此外,假设

1包含的平滑性条件是非凸优化分析的常用基本条

件[57-58],与模型激活函数、替代损失等有关。近期

研究[59]表明,通过增加残差连接,神经网络具备良

好的近似平滑性。
注记4.

  

假设2可通过选择合适的替代损失实

现。由主流神经网络实现的得分函数满足良好的梯

度有界性[57,60]。假设3由样本的随机均匀采样

可得。
注记5.

  

上述假设仅在收敛性分析中使用,前文

的泛化分析是基于假设空间中所有模型均满足,无
需上述针对特定模型的假设。

基于上述假设,本文给出定理4定量描述所提

出AP优化算法的收敛速率(更多解释见附录C):
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定理4.
  

算法1收敛率.
  

记θ* 是最优参数,

B'=36C2
αC-1

λ L2
uϕ2

f·[(s(1-β)-1)2C2
β + (1+

sβ)2],Δe=eθ1  -eθ*    。 设算法1的更新规

则共执行T 步,取α=Cα/ T,β=min{1-1/2,

1/ 3Lu,Cβ/ T},λ=Cλ/ T ,则有

1
T∑

T

k=1
EE

Δ

eθk;w~e  2  

  ≤O(T-1)+B'(G2+κ2e)·T
-
1
2

  +2(1-β)C-1
α Δe·T

-
1
2 +9L2

uCλκ2μT
-
1
2。

  注记6.
  

上述定理表明,算法1以O(1/ 4)的

速率收敛到一个 -驻点,这与主流一阶非凸问题优

化器相同[58]。对比现有AP优化算法收敛性,Chen
等人[4-5]提出的误差驱动法仅适用于线性模型和线

性可分数据,无法适配真实数据和深度学习模型。

Qi等人[61]所提出方法适用于一般非凸模型,以
O(1/ 5)的速率收敛,略慢于本方法。

注记7.
  

收敛性主要由两项决定:

2(1-β)C-1
α Δe +B'G2

初始条件

+B'κ2e +9L2
uCλκ2μ

随机方差项

其中,第一项由初始条件控制。此外,假设随机方差

κe,κμ 随着批量大小的增加而减小[58-59],则在较大的

批量下收敛速度更快。然而,当κe ≪G 时,这种改

进遇到边际效用,难以进一步提升收敛率。该结论

与后文所述实验结果一致(见图
 

3
 

(c))。

6.3 理论结论与算法适用条件

  根据第5节所述泛化性分析条件,本算法要求

训练样本和测试数据服从独立同分布,以确保定理

2和定理3中的集中不等式大概率成立。此外,根
据定理3,随着训练集规模n 的增加,本文提出的稳

定AP经验替代风险以O
~

1/n  的速率接近原始

期望风险,因此本算法适用于具有充足训练样本的

情况,对少样本学习的泛化性可能欠佳。
根据第6节所述收敛性分析条件,得分函数(通

常由神经网络实现)应满足Lipschitz连续性、平滑

性,对常见模型成立,但对于涉及不可微算子等组件

的非典型架构,上述理论可能不适用。
此外,本文聚焦于 AP优化领域常见的二分类

设定,要求优化目标可拆解为若干二分类子问题,例
如图像检索、目标检测等任务,暂未覆盖回归问题、
标注噪声、连续标签等复杂设定。后续实验涉及的

目标检测问题满足可拆解性,但由于锚框分配是基

于预设的交并比阈值,存在一定噪声,对应理论分析

超出本文范畴,仅视为近似分析。

7 实 验

本节在图像检索、目标检测和长尾图像分类这

三个视觉任务上验证了所提出的AP优化算法。

7.1 图像检索

7.1.1 实验设置

7.1.1.1 数据集

本文在三个不同领域、规模较大的标准图像检

索基准数据集上评估所提出的AP优化方法。每个

数据集遵循官方的测试集划分,并将其余数据按

9∶1的比例划分为训练集和验证集。数据集的详

细描述如下,统计信息见表
 

1。
(1)Stanford

 

Online
 

Products(SOP)[62]是商品

检索数据集,包含从eBay上爬取的120053张图像。
它由属于12个超类的22634个类别组成。图像

按[63]中的方法划分测试集,并且进一步地从其余图

像划分出每个超类的训练集和验证集,使得两者无

重合部分。在测试阶段,对于每个查询图像,整个测

试集所有图像被视为候选图库。

表1 图像检索数据集的统计信息。

数据集 划分 图像数 类别数
不平衡

比例

每类平均

图像数

训练集 53555 10181 6.0 5.3
SOP 验证集 5996 1137 6.0 5.3

测试集 60502 11316 6.0 5.3
训练集 101947 11847 71.0 8.6

PKU

VehicleID
验证集 11399 1317 51.5 8.7
测试集 40365 4800 59.0 8.2
训练集 289930 5115 200.6 56.7

iNaturalist 验证集 35916 575 125.4 62.5
测试集 136093 2452 125.4 55.5

(2)PKU
 

VehicleID[64]是车辆检索数据集,包含

221736张图像,共有26267个车辆类别。给定查询

图像,本 文 按 照 标 准 测 试 方 案 使 用 三 种 候 选 图

库[64]:①小型列表包含800个类别的7332张图像;

②中型列表包含1600个类别的12995张图像;③大

型列表包含2400个类别的20038张图像。
(3)iNaturalist[65]是野外自然物种识别的大规

模不平衡图像数据集。按照现有研究[2]的做法,本
文采用2018年版本的iNaturalist数据集进行图像

检索,其包含461,939张图像,共有8,142个类别。
这些类别属于植物、昆虫、鸟类、哺乳动物等13个超

类。与SOP数据集类似,遵循标准的测试集划分,
并将其余数据划分为训练集或验证集,测试集和验
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证集中的类别未在训练集中出现过。测试方案与

SOP数据集相同。

7.1.1.2 实现细节
 

(1)网络结构。特征提取器采用ResNet-50架

构[66],并由ImageNet-1k[67]上预训练的模型权重

初始化。其输入为RGB图像,输出为256维的嵌入

向量。给定查询zq 和图库列表 {zi}ni=1 的L2 归一

化嵌入,其相似度得分由余弦相似度z

⊥

qzi 表示,其
中i=1,2,…,n。

(2)深度特征混合(Deep
 

Feature
 

Mixup,DFM)。
根据本文的泛化性分析,数据多样性和批量大小在

 

AP
 

优化的泛化中起着重要作用。鉴于此,引入类似

混合[68]的数据增强方法来扩大批量大小。然而,对
原始图像的数据增强和大批量都会带来较高的计算

成本。本文认为,对原始图像进行数据增强不是必要

的,因为低级信息的多样性不如高级语义信息重要。
同时,主要的计算成本集中在浅层。

基于上述考虑,本文提出在深度特征上执行混

合。具体来说,在每个小批量中,从同一个类中取出

一组深度特征 ={zi}i=1 ,并通过随机线性插值生

成一组相同大小的增强样本
~
={z~i}i=1 :

z~i=uzi+(1-u)∑
j=1

vjzj,

其中,v~U(0,1),u 是一个超参数,用于控制插值

特征到原始特征的距离,在所有实验中设为0.9。

之后,将 和
 ~

合并后通过更深的层进行传递。显

然,这种操作使得样本数量翻倍。本文在
 

ResNet
 

的最后两个阶段利用特征混合,这使得批量大小增

加到原来的四倍。
(3)代理损失实现。考虑对异常样本的鲁棒性,

本文采用由超参数τ控制的单边Huber损失:

ℓ(x)=
-2x/τ+1,x<0,

(x/τ-1)2,0≤x<τ,

0,x≥τ.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (7)

代理函数具有以下属性:首先,ℓ是ℓ0,1的上界,且在
 

f<∞时有ℓ<∞ ,满足定理1的假设。此外,ℓ是

2
τ-平滑的、可微的并且导数处处连续,便于梯度优

化方法的应用和分析;其次,与平方损失和指数损失

相比,当x<0时,ℓ(x)是线性的,损失函数上界更

为紧致。根据定理1分析结论,这使得泛化界更为

紧致,泛化误差更小。
(4)优化策略。在训练阶段,图像尺寸调整为

256×256,通过标准数据增强方法扩充样本,包括

随机翻转(50%的概率)、随机旋转(范围为 [-15°,

15°])和随机裁剪(224×224)。模型由算法1所示

流程端到端更新,其中λ=0.01,动量β=0.9,并设

置s=1以启用Nesterov加速。加权函数中的超参

数设置为a=0.1,t=2。 批量大小设置为112,单个

小批量中每个类别恰好有4个正例。学习率α根据

每个数据集在验证集上的表现进行调优。最优学习

率如下:对于SOP数据集,学习率初始值为0.003,
权重衰减为4×10-5,在60

 

k和80
 

k次迭代时衰减

0.1,最大迭代次数为100
 

k;对于 VehicleID数据

集,学习率初始值为0.01,权重衰减为4×10-5,在
 

120
 

k
 

和
 

150
 

k
 

次迭代时衰减
 

0.3,最大迭代次数为
 

160
 

k;对于iNaturalist数据集,学习率初始值为

0.001,权重衰减为
 

4×10-5,在150
 

k和220
 

k次迭

代时衰减0.3,最大迭代次数为270
 

k。
(5)问题拆分。图像检索问题可视为给定查询

样本作为条件的二分类问题。具体地,给定Q 个查

询 {qk}Qk=1,候选图库根据是否与查询qk 相关划分

为两个子集
 

{xk
i}

nk
i=1={xk+

i }
n+
k

i=1∪{xk-
j }

n-
k

j=1,在模型

训练阶段每次采样若干查询图像和候选图,优化目

标为所采样查询的损失之和。
(6)评估指标。为验证AP优化性能,考虑使用

mAP指标,即所有查询的 AP的平均值。具体地,
给定Q 个查询 {qk}Qk=1 和相应的候选图库,特征提

取器m 的
 

mAP
 

指标如下:

mAP(m)

=
1
Q∑

Q

k=1
∑
n+
k

i=1

∑
n+
k

j=1ℓ0,1 fk xk+
i  -fk xk+

j    

∑
nk

j=1ℓ0,1 fk xk+
i  -fk xk

j    
,

其中,fk(x)=m(qk)

⊥

m(x),满足m2=1。 遵循

以往的图像检索研究[2,12,15],本文还报告了 Recall
@K指标。注意这里的Recall@K定义与推荐系统

中常用的不同。通常,图像检索中的Recall@K是

指至少一个正例在前K 名列表中排名的概率,具体

形式为

Recall@K(m)

=
1
Q∑

Q

k=1
1∑

n+
k

i=1
1rankxk+

i  ≤K  >0  。
7.1.1.3 对比方法

为验证所提出方法在图像检索中优势,本文选

择三类算法作为对比基线:①基于成对样本损失的

算法,包括对比损失(Contrastive
 

loss)[69]、三元组

损失(Triplet
 

loss)[70]和多相似度(Multi-Similari-
ty,MS)损失[71];②基于样本排序损失的算法,包括

30129
 

期 温佩松等:基于稳定替代损失的可泛化平均精度优化



SmoothAP[2]、Deep
 

Image
 

Retrieval
 

(DIR)[15]、Fa-
stAP[3]、SoDeep[72]和 AUC

 [73],其中除 AUC外均

针对AP指标优化;③黑盒指标优化方法[74]。

7.1.2 定量结果分析

(1)主要结果:算法性能对比如表
 

2所示,可从

中观察得以下结论结果:①在所有的数据集上,本文

所提出方法在 mAP指标上明显优于所有对比方

法。具体而言,所提出方法在SOP、VehicleID 和

iNaturalist数 据 集 上 分 别 比 最 佳 基 线 方 法 高 出

3.8%、0.9%和1.2%。这验证了本文所提出稳定

AP优化算法可以更有效地提升AP指标。此外,所

提出算法的有效性在多个数据集上高度一致,验证

了所提出的框架的应用潜力。②虽然在SOP和

VehicleID数据集上,基于成对样本损失的方法在

Recall@1上取得了令人满意的性能,但在其他指标

上的结果相对较低。可以看出,成对样本损失更关

注Recall@1或者与其等价的Top-1指标性能。相

比之下,其他方法可以更好地平衡整体性能,特别是

基于AP优化的方法。③基于样本排序的算法在大

规模不平衡数据集iNaturalist上取得更为明显的

性能提升。这表明AP优化更适合于严重不平衡的

数据分布。

表2 图像检索的定量结果

对比方法

SOP PKU
 

VehicleID iNaturalist

mAP R@1 R@10
小型目标 中型目标 大型目标

mAP R@1 mAP R@1 mAP R@1
mAP R@1 R@4

Contrastive
 

loss
 [69] 55.50 75.59 88.09 69.05 79.92 61.28 74.81 54.42 68.44 23.41 49.05 67.04

Triplet
 

loss
 [70] 57.94 78.26 90.16 79.51 93.56 75.38 92.20 71.86 90.81 27.67 56.27 73.91

MS
 

loss
 [71] 57.67 77.33 98.59 70.14 80.86 62.74 76.33 56.25 70.59 25.94 53.70 71.02

SmoothAP
 [2] 59.10 79.16 90.78 79.90 94.12 76.46 92.72 72.08 91.12 29.48 59.40 76.01

DIR
 [15] 58.54 78.65 90.49 80.49 93.79 76.99 92.60 73.14 91.08 29.26 59.19 75.92

FastAP
 [3] 56.44 76.52 89.20 81.13 94.39 77.13 92.64 72.59 90.50 26.45 51.50 69.41

SoDeep
 [72] 55.51 76.40 88.94 61.00 74.57 53.26 68.47 46.38 61.50 20.42 45.32 64.72

AUC-Sigmoid
 [73] 55.96 76.91 89.68 75.28 90.93 70.70 89.00 65.39 85.65 24.29 56.20 74.30

AUC-Huber
 [73] 57.50 77.98 90.45 75.42 91.34 70.58 88.62 65.51 85.44 26.04 57.76 75.62

BlackBox
 [74] 58.19 78.14 89.95 81.74 94.04 78.07 92.98 74.16 91.29 27.64 54.45 72.14

Ours 62.89 81.57 92.37 82.63 94.55 78.99 93.30 75.13 91.62 30.54 61.12 77.66

  注:所有模型均基于ResNet-50实现。最好的和次好的结果分别使用浅红色和浅蓝色标记。

  (2)精度-召回率(Precision-Recall,PR)曲线:
为了直观地从PR曲线的角度比较模型,图

 

3(a)中
绘制了SOP数据集上的PR曲线,从中可以看出,
本文提出的方法在精度和召回率之间做出了更好的

权衡。

图3 不同实验设置下的定性实验结果

(3)算法收敛率:图
 

3(b)中对比了SmoothAP、

FastAP等方法的收敛速度,可以看出本文所提出方

法具有更快的收敛速度。此外,图
 

3(c)和(d)展示

了在不同超参数τ(从 {0.01,0.03,0.1,0.3}中选

择)和批量大小(从 {56,112,168,224}中选择)
 

下

的算法收敛速度,与本文的理论分析一致:定理4表

明,增大批量可减小随机方差,但当随机方差κe ≪
G 时,这种改进提升不再显著,与图中批量从168增

大至224时提升不明显的现象一致;当τ充分小时,
算法稳定性较差,对应模型泛化性能减弱,与定理2
分析结果一致。

(4)算法复杂度分析:给定包含n+ 个正样本和

n- 个负样本的批次,算法1所涉及主要计算包括得

分计算(模型前向推断)、损失计算及模型反向传播,
与最先进方法性能对比如表

 

3所示。鉴于所有算

法均采用同一架构,前向推断耗时相近。鉴于DIR
损失复杂度为O(n++n-),而其他AP优化方法均

为O(n+n-),损失计算耗时相对DIR较高,但相较

前向推理和反向传播增幅有限,对整体耗时影响仍

可控。本方法复杂度与其他方法相同,由于涉及额
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外步骤,耗时略有增加(不超过10%),仍在可接受

范围内。

表3 算法耗时对比。

算法
模型前向

推断
损失计算

模型反向

传播
总计

SmoothAP
 [2] 246 40 528 814

DIR
 [15] 248 1.2 473 722

FastAP
 [3] 247 29 469 745

BlackBox
 [74] 248 40 472 760

Ours 248 57 534 839

7.1.3 消融实验

为了研究所提方法中不同技术的作用,本文在

SOP和iNaturalist数据集上展开消融研究,结果如

表
 

4所示。
(1)正例得分估计v̂k 动态更新策略:如定理

 

4
所证明,以滑动平均方式估计平均正样本分数可以

得到很好的收敛性。比较表2中的第1行和第3
行、第2行和第5行可知,固定v̂k 会导致 mAP在

SOP和iNaturalist上分别降低1.5%和1.2%。这

是由正例平均得分有偏估计所导致的,与本文的理

论结果相符。

表
 

4 本文所提出算法中不同技术的消融实验结果

对照组

编号

动态更

新v̂k

加入

DFM

t
取值

SOP iNaturalist

mAP R@1 R@10
R@

100

R@

1000
mAP R@1 R@4 R@16 R@32

1 2 60.01 79.53 91.37 96.55 98.85 29.21 59.23 76.37 87.24 90.97

2 √ 2 61.40 80.73 92.03 96.63 98.88 29.39 60.43 77.24 87.86 91.51

3 √ 2 62.14 80.83 92.04 96.65 98.83 30.68 60.81 77.24 87.65 91.13

4 √ √ 1 62.73 81.35 92.34 96.73 98.87 30.27 60.10 76.51 86.97 90.62

5 √ √ 2 62.89 81.57 92.37 96.81 98.90 30.54 61.12 77.66 87.93 91.46

  (2)深度特征混合(DFM):对比第1行和第2
行、第3行和第5行可以看出,使用DFM,除了在

iNaturalist数据集上的mAP略有下降外,在多数对

照组中有效提高整体性能,表明了DFM 是一种有

效的图像检索增强,并且值得进一步探索。
(3)加权函数设计:式(4)提供了受超参数t控

制的一类加权函数原型,这里展示了t=1和t=2的

结果。对比第4行和第5行,可以看出在SOP上的

结果略有不同,而在iNaturalist上,将t从1改为2
会带来明显的性能提升。这是因为较大的t值会导

致更倾斜的权重分布,这与大规模数据集中的真实

排序更一致。在实际应用中,t值应根据数据规模

进行调整。

7.2 目标检测

7.2.1 实验设置

7.2.1.1 数据集

下列所有实验均在大规模目标检测数据集 MS
 

COCO[75]数据集上进行,该数据集包含165482张

图像,80类目标,平均每张图像包含7.7个检测实

例。采用默认设置,即所有模型都用trainval135k
子集进行训练,并在test-dev数据集上进行测试。

7.2.1.2 实现细节

(1)网络架构。遵循以往的研究[4-5],本文使用
 

RetinaNet[76]作为基础模型。网络骨干采用在Ima-

geNet数据集上预训练的ResNet-50架构[66],其中

包含一个4层的特征金字塔网络(Feature
 

Pyramid
 

Network,FPN),在每一层,锚定框只有一个尺度和

一个比例1:1。 在训练阶段,批归一化层参数固定。
(2)损失函数。在典型的单阶段检测器中,有C

个类别,给定锚定框集合A ={ai}|A|
i=1,每个锚框将

被分配一个标签y∈{0,1,…,C},其中标签0表示

背景。多分类问题以一对全部的方式分解,体来说,
每个锚框ai 被复制C 次以获得bi,j ,其中

 

j=1,2,
…,C ,相应的标签为

 

yi,j =1[yi =j]。 这样,分类

部分就变成了一个二分类问题,可以用 AP优化方

法解决。给定一个小批量的目标 {xi}n ,检测器将

输 出 几 个 边 界 框
 

{freg(xi)}ni=1 和 分 数

{fcls(xi)}ni=1。 给定真实的边界框
 

{bi}和标签

{yi}ni=1 ∈ {0,1}n ,总体损失如下:

ap =h 1
n∑yi=1

w~iℓi  ,
reg =∑

yi=1
LGIoU freg(xi),bi  ,

bias= ∑
yi=1

fcls xi  
2,

det= ap +λ1 reg +λ2 bias,

其中, GIoU 指的是
 

GIoU
 

损失[77]。 bias 用于对分数

进行正则化,因为所提出的 AP损失对分数偏差不
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敏感,即给所有分数加上一个常数不会改变损失。
这使得在后处理阶段确定阈值变得很麻烦,因此将

正样本分数正则化为接近零。在所有实验中,取

λ1=2,λ2=0.001。
(3)优化策略。在训练阶段,图像尺寸调整为

 

512×512。 类似于以往的研究[4,38,78],采用SSD[79]

中的标准数据增强方法。模型优化过程如算法1所

示,其中目标函数被替换为 det。 超参数设置如下:

λ=0.01,β=0.9,s=0,批量大小设置为32(每块

GPU
 

8
 

张图像)。初始学习率设置为0.008,在第
 

75
 

和
 

95
 

轮时衰减0.1,总轮数设置为
 

100。此外,
使用ATSS[80]作为锚定框分配器。

(4)问题拆分。目标检测任务涉及多个类别,在
此根据类别拆分为若干二分类子问题。具体而言,
给定其中一个类,本文根据预设阈值将候选框分为

正样本和负样本,其中正样本指属于该类的候选框,
负样本包括属于其他类的候选框和背景。最终优化

目标为所有类对应二分类子问题的损失之和。
(5)评估指标。测试时,图像尺寸调整为短边不

超过
 

500
 

像素。对得分最高的前一千个输出使用

IoU
 

阈值为0.6的非极大值抑制(Non-maximum
 

suppression,NMS)。根据 MS
 

COCO[48]的官方评

估指标,本文报告了IoU阈值为0.5和0.75时的

mAP(分别记作AP50 和AP75),以及阈值为0.5至

0.95之间的10个阈值下的平均值(记作 mAP)。
此外,还报告了小型、中型和大型目标的 AP,分别

记作APS、APM 和APL。

7.2.1.3 对比方法

首先,本文比较了目标检测领域常用的Focal
 

Loss[76]作为基线模型。为了验证所提出方法在目

标检测中相对于其他基于排序方法的优势,还比较

了以下基线方法:
(1)AP

 

Loss[4-5]。Chen
 

等人提出以误差驱动

的方式解决
 

AP
 

优化问题,即通过链式法则和有限

差分近似,避免代理损失近似误差导致的
 

AP
 

优化

误差。
(2)DR

 

Loss[80]。Qian等人通过分布式排序近

似处理分类问题,分离正负样本的分布。
(3)aLRP

 

Loss[38]。在AP
 

Loss的基础上,Ok-
suz等人将误差驱动技术引入回归损失中。

此外,本文还比较了最先进的两阶段检测器

Faster
 

RCNN[81](使用交叉熵损失)以及两个流行

的单阶段基线模型SSD[79]和YOLOv3[81]。

7.2.2 定量结果分析

主要结果如表
 

5所示。为了公平比较,表中报

告了骨干网络和图像尺度基本一致下的模型性能。
由表中可观察得以下结论:(1)对于单阶段检测器,
基于排序的损失函数明显优于逐实例的损失函数

(例如Focal
 

Loss)。这验证了基于排序的损失函数

能 更 好 地 处 理 单 阶 段 检 测 器 中 的 不 平 衡 问 题。
(2)在基于排序的损失函数中,本文所提出的稳定

AP优化方法显示出更先进的性能,特别是在小目

标检测方面。(3)使用所提出的方法,单阶段检测器

可以达到与两阶段方法相媲美的性能。

表5 MS
 

COCO测试集上的目标检测定量结果(%)

方法 骨干网络 训练图像大小 测试图像大小 mAP AP50 AP75 APS APM APL

两阶段
FasterR-CNN+CE

 [81] ResNet-50 500×500 500×500 39.10
 

59.30
 

42.40
 

23.20
 

43.40
 

53.50
 

FasterR-CNN+aLRP
 [38] ResNet-50 500×500 500×500 41.00

 

61.10
 

43.70
 

22.20
 

44.90
 

54.20
 

FasterR-CNN+Ours ResNet-50 500×500 500×500 41.20
 

62.10
 

44.40
 

23.80
 

45.40
 

54.10
 

单阶段

SSD
 [79] VGG-16 513×513 513×513 28.80

 

48.50
 

30.30
 

10.90
 

31.80
 

43.50
 

YOLOv3
 [82] DarkNet-53 608×608 608×608 33.00

 

57.90
 

34.40
 

18.30
 

35.40
 

41.90
 

RetinaNet+Focal
 [76] ResNet-50 500×500 500×500 39.90

 

57.80
 

43.30
 

22.20
 

44.10
 

51.20
 

APLoss
 [4-5] ResNet-50 500×500 500×500 38.90

 

58.80
 

41.90
 

19.40
 

41.70
 

52.20
 

DRLoss
 [80] ResNet-50 500×500 500×500 37.40

 

56.00
 

40.00
 

20.80
 

41.20
 

50.50
 

aLRPLoss
 [38] ResNet-50 500×500 500×500 40.50

 

59.60
 

43.30
 

20.60
 

43.30
 

54.30
 

Ours ResNet-50 500×500 500×500 41.40
 

59.90
 

44.80
 

23.20
 

45.60
 

53.40
 

7.3 长尾分类

7.3.1 实验设置

7.3.1.1 数据集

实验所采用数据集包括两个常用长尾分类基准

数据集 CIFAR-10-LT、CIFAR-100-LT[83],分类包

含60000张灰度图像,以及医学诊断基准数据集

ChestX-ray[84],包含172000张 X射线图像。遵循

以往的长尾分类研究,本文将所有数据集划分为若

干个二分类长尾数据集,并按8∶1∶1的比例划分

为训练集、验证集和测试集。

7.3.1.2 实现细节

(1)网络架构。遵循现有研究的实验标准,对
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CIFAR系列数据集采用规模较小的ResNet-18模

型作为骨干模型,对ChestX-ray数据集采用 Res-
Net-50模型。模型输出经过Sigmoid函数映射至

(0,1)后视为预测得分。
(2)优化策略。所有实验中均采用SGD作为优

化器,超参数设置为λ=0.01,β=0.9,s=0,学习率

根据验证集上的结果调优。
(3)评估指标。在验证集上获得最优超参数后,

更换随机种子重复所有实验4次,报告多次重复实

验的AP指标平均值±标准差。

7.3.1.3 对比方法

本文比较了两种类型的对比方法。(1)基于交

叉熵的逐实例损失函数,包括朴素交叉熵(Cross-
Entropy,CE),类平衡交叉熵

 

(CB-CE)[85],Focal损

失[76]和 LDAM 损失[86]。(2)基于排序的损失函

数,包括MAUC[30]、SmoothAP[2]和SOAP[61],它们

直接 优 化 基 于 排 序 的 指 标,其 中 SmoothAP 和

SOAP直接优化AP指标,是最主要的基准方法。

7.3.2 定量结果分析

如表
 

6所示,基于排序的损失函数在整体上表

现优于其他损失函数。其中,本文所提出的方法始

终比最佳对比方法高出约2%,展示了良好的跨任

务泛化性,验证了稳定AP目标及其优化方法对泛

化性能的影响。

表6 长尾分类的定量结果

方法 CIFAR-10-LT CIFAR-100-LT ChestX-ray
CE 78.9±0.46 75.9±1.11 26.95±0.70

CB-CE
 [85] 82.6±0.48 81.9±0.65 28.36±0.05

Focal
 [76] 80.1±0.11 79.6±0.46 28.29±0.42

LDAM
 [86] 82.4±0.98 76.6±2.33 26.13±2.44

MAUC
 [30] 80.8±1.28 78.6±0.22 28.66±0.27

SmoothAP
 [2] 82.1±0.46 81.3±0.09 25.61±0.75

SOAP
 [61] 84.7±0.34 83.1±1.15 29.80±0.42

Ours 86.5±0.39 85.3±0.93 32.19±0.28

8 结 论

本文提出了一种用于平均精度(AP)优化的随

机学习框架。为了确保泛化性能,旨在设计一个稳

定的AP替代目标,受此启发,提出了一种加权成对

损失形式的替代优化目标。为了优化该排序加权损

失,本文采用了滑动平均策略更新内层参数,导出了

一种一阶随机优化算法。面向所提出的替代优化目

标和优化算法,本文研究了相应的理论性质。首先,
为了验证所提出的替代目标的有效性,本文证明了

这种替代目标具有良好的稳定性,进而大概率能够

带来良好的泛化性能。其次,本文证明了对于非凸

模型,所提出的算法在充分训练的情况下能够收敛

到局部最优。在包含3个任务、7个基准数据集上

的实验验证了本文所提出框架在提升AP指标泛化

性的优势及其应用潜力。
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附录A.替代目标函数的性质

引理2.记f(x)=
(1+x)x
a+x

,0<x≤B,0<a≤1,可以得到:

f(x)≤

1
2
(a-a2)-1/2,0<a≤

1
2
,

(1+B)/(a+B),12 <a≤1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  证明.求f(x)对x 的导数

  f'(x)=
(2a-1)x+a

2(1+ax) (1+x)x
,

f'(x)=0⇒x=
a

1-2a
。

  因此,当 1
2 <a≤1时,f(x)单调递增,故可得

  f(x)≤f(B)=
(1+B)B
a+B ≤

1+B
a+B

。

  当0<a≤
1
2

时,可得

  f(x)≤f
a

1-2a  = 1
2 a-a2

。

  证毕。

引理3.记ri=∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)/n+ ,

  w(ri)=

1
2
(ri-ri

2)-1/2,0<ri ≤
1
2
,

(1+ρBℓ)/(ri+ρBℓ),
1
2 <ri ≤1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  则可得

  n+≤∑
n+

i=1
w(ri)≤

π
4+

1+ρBℓ

1+2ρBℓ  n+。

  证明.不失一般性地,假设n+ 是偶数。为了证明不等式左侧部分,注意到 w(ri)在 0,12 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 和

1
2
,1 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 上是单调递增的,故可得

  ∑
n+

i=1
w(ri)≥

n+

2w 1
2  +n+

2w(1)=n+。

  对于不等式右侧部分,注意到 ∑
n+

j=1
ℓ0,1(δ+

ij)/n+ 
n+

i=1
是 {1,2,…,n+}的一个排列,因此:

  ∑
n+

i=1
w(ri)=∑

n+

i=1
w
1
n+  =n

+

2∑
n+/2

i=1

1
n

1-
i
n+  i

n+
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -1

/2

+ ∑
n+

i=n+/2+1

1+ρBℓ

i/n++ρBℓ

≤
n+

2∑
n+/2

i=1

1
n

1-
i
n+  i

n+
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -1

/2

+
n+

2
· 1+ρBℓ

1/2+ρBℓ
。

  注意到:

  n+

2∑
n+/2

i=1

1
n

1-
i
n+  i

n+
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -1

/2

≤
n+

2∫
1
2

0

[(1-x)x]-1/2dx
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=
n+

2∫
π/4

π/2
[(1-cos2(t))cos2(t)]-1/2(-2cos(t)sin(t))dt=

πn+

4
。

  结合上述不等式,可以得到:

  ∑
n+

i=1
w(ri)≤

π
4+

1+ρBℓ

1+2ρBℓ  n+。

  证毕。
定理1.设ℓ:RR RR+是一个光滑函数,使得对于任意x∈RR并且ℓ∈[0,Bℓ],都有ℓ0,1(x)≤ℓ(x)。记

ρ=n-/n+,h
~(x)=

x
1+x

,h(x)= 2+h
~(x)  -1/2,>0,以及q=

π
2+

2(1+ρBℓ)
1+2ρBℓ

。 可以得到:

   ̂
ℓ0,1(f)≤

~ℓ(f)≤q
2
·h ρ

n+∑
n+

i=1
w(ri)ℓi  ≜q

2
· ̂ℓ(f,w),

w(ri)=

1
2
(ri-ri

2)-1/2,0<ri ≤
1
2
,

(1+ρBℓ)/(ri+ρBℓ),
1
2 <ri ≤1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  证明.首先对于式(1)中的 ̂ℓ0,1(f):

ℓ̂0,1(f)≤
1
n+∑

n+

i=1
h
~ ∑

n-

j=1ℓ(δ
+-
ij )

∑
n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)  =1n+∑

n+

i=1
h
~(ρ·ℓi/ri)≤

1
n+∑

n+

i=1

(1+ρℓi)ρℓi
ri+ρℓi

· ρℓi
1+ρℓi

+ 2

(a)

≤
1
n+∑

n+

i=1
w(ri)h(ρℓi)≤

∑
n+

i=1w(ri)

n+ ∑
n+

i=1

w(ri)

∑
n+

i=1w(ri)
h(ρℓi)

(b)

≤
∑

n+

i=1w(ri)

n+ hρ∑
n+

i=1

w(ri)

∑
n+

i=1w(ri)
ℓi  (c)≤ q

2
·hρ∑

n+

i=1

w(ri)
n+ ℓi  。

(a)请参考引理2。
(b)由于Jensen不等式和h 是凹函数。
(c)请参考引理3。

证毕。
性质1. 回顾AP经验风险:

  
 

AP︵(f)=
1
n+∑

n+

i=1
rankx+

i,+;f  /rankx+
i,;f    .

  最大化上述风险相当于以下目标:

  min
f∈

^ℓ0,1(f)=
1
n+∑

n+

i=1
h
~ ∑

n-

j=1ℓ0,1(δ
+-
ij )

∑
n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)  ,

  其中,h
~(x)=x/(1+x)是一个单调递增函数。

证明.

  
 

AP︵(f)=
1
n+∑

n+

i=1

rankx+
i,+;f  

rankx+
i,;f  

=
1
n+∑

n+

i=1

∑
n+

j=11fx+
i  <fx+

j    

∑
n

j=11fx+
i  <f xj    

=
1
n+∑

n+

i=1

∑
n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)

∑
n-

j=1ℓ0,1(δ
+-
ij )+∑

n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)

=1-
1
n+∑

n+

i=1
h
~ ∑

n-

j=1ℓ0,1(δ
+-
ij )

∑
n+

j=1ℓ0,1(δ
+
ij)  

  证毕。
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性质2.记

  U
~ℓ(f)=h

~ 1
n+∑

n+

i=1
ρ/ri·ℓi  ≥ ~ℓ(f)。

  对于任何满足0≤w~ ≤B 的加权函数和任意正常数p,存在一个
 

n+ 和一个得分函数,使得
 

U
~
ℓ(f,w)>

p·U
~ℓ f,w~  。

证明.记
 

wi=w(ri),w~i=w~(ri)。根据h
~
的单调性,我们只需证明

 

Δ=∑
n+

i=1
wiℓi-pw~iℓi  >0。通过

选择一个使得
 

0<b0 ≤ℓi≤b1 对所有1≤i≤n+ 都成立的评分函数,则有Δ≥∑
n+

i=1
wib0-pw~iℓi  ≥b0

·n+ (1+log(n+))-Bpb1·n+。 对于n+>exp(Bpb1/b0-1),可以得到Δ>0。
证毕。

附录B.泛化性分析

B.1.
 

符号

为了便于表示,给定两个样本集合
 

{x+
i}n

+

i=1∪{x-
j}n

-

j=1和{x'+
i }n

+

i=1∪{x'-
j }n

-

j=1,我们给出以下符号表示:

  w~i=
 

w~(ℓ(f(x+
i)-μ+)/Bℓ),

w~'i=
 

w~(ℓ(f(x'+
i )-μ+)/Bℓ),

ℓij=ℓ(f(x+
i)-f(x-

j)),

ℓi'j=ℓ(f(x'+
i )-f(x-

j)),

ℓij'=ℓ(f(x+
i)-f(x'-

j )),

ℓi'j'=ℓ(f(x'+
i )-f(x'-

j )),

ℓi=
1
n-∑

n-

j=1
ℓij,

ℓ'i=
1
n-∑

n-

j=1
ℓi'j'。

B.2.
 

预备知识

引理4.有界差分不等式.
 

假设函数f 满足具有常数c1,c2,…,cn 的有界差分假设,记为

  v=
1
4∑

n

i=1
c2i。

  设Z=f(X1,X2,…,Xn),其中Xi 是独立的。则对于所有λ>0,则可以得到

  logEE expλZ-EE(Z)      ≤
λ2v
2
。

  引理5.极大值不等式.
 

设
 

Z1,Z2,…,Zn 是满足方差因子为v的sub-Gaussian条件的实值随机变量,则
可以得到

  EE max
i=1,…,n

Zi  ≤ 2vlogn。

  引理6.Efron-Stein不等式.
 

设X1,X2,…,Xn 是独立随机变量,设Z=f(X1,X2,…,Xn)。 如果f 具

有常数c1,c2,…,cn 的有界差分性质,则可以得到

  Var(Z)≤
1
4∑

n

k=1
c2k。

  引理7.McDiarmid不等式.
 

设X1,X2,…,Xn 是独立随机变量,并且f: n RR具有常数c1,c2,…,cn

的有界差分性质,那么对于任意δ∈ (0,1),至少以1-δ的概率有
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  f(X1,X2,…,Xn)-EE[f(X1,X2,…,Xn)]≤
1
2log

1
δ∑

n

i=1
c2i。

  定义3.-覆盖[87].
 

设 ( ,d)是一个(伪)度量空间, 是 的一个子集。对于一个正数 以及 =

{h1,h2,…,hn}⊆ ,如果
 

⊆∪
n

i=1
(hi,),则称 为 的一个 -覆盖,其中 (h,)表示以h为中心、以

为半径为的球。
定义4.覆盖数[87].

 

设 ( ,d)是一个(伪)度量空间, 是 的一个子集。 的半径为 的覆盖数定义

为:

  ,,d  =min{n:大小为n 的 上存在 -覆盖}。

B.3.
 

证明思路

首先,引入三个引理来帮助推导泛化界。
引理8.设f 是从假设空间 中选择的得分函数。假设损失函数ℓ的取值范围在 [0,Bℓ],则可以得到

  sup
f∈

ℓ(f,w)-q ℓ f,w~    ≤0,

  其中,q=
π
2+

2(1+ρBℓ)
1+2ρBℓ

。

引理9.设f 是从假设空间 中选择的得分函数。假设损失函数ℓ的取值范围在[0,Bℓ],至少以1-δ
的概率有

  sup
f∈

ℓf,w~  - ^ℓ f,w~    ≤
4ρ p

n+,n-
()+

ρBℓBw~ 2+ρ+1/ρ
2n log

1
δ
。

  引理10.假设正负样本数量的比率ρ=n+/n- 是固定的,w~ ∈ 1,Bw~  ,ℓ∈[0,Bℓ]。 至少以1-δ的

概率有

  p
n+,n-

  ≤ p  +Bw~Bℓ
2(2+ρ+1/ρ)

n log
1
δ
,

  其中,

  ={g x1,x2;f,w~,ℓ  =w~(ℓ(f(x1)-μ+)/Bℓ)·ℓ(f(x1)-f(x2))|f∈ }。

  定理2.抽象泛化界.
 

设 ={xi,yi  }ni=1为从分布 中独立同分布采样得到的训练集。对于任意得分

函数f∈ 和δ∈ (0,1),以至少1-δ的概率,可以得到

  
ℓ0,1(f)≤q

2
ℓ(f,w)≤q2

2
ℓ̂ f,w~  +

2q2ρ p
n+,n-

( )+
q2ρBw~Bℓ

2
2+ρ+1/ρ

2n log
1
δ .

  证明.注意到

  sup
f∈

ℓ(f,w)- ^ℓ f,w~    ≤sup
f∈

ℓ(f,w)-q ℓ f,w~    +q·sup
f∈

ℓf,w~  - ^ℓ f,w~    ,

  根据引理8和引理9,我们可以得到结论。
证毕。

定理5.链式界.
 

假设损失函数ℓ是ϕℓ-Lipschitz连续的,加权函数w~ 是ϕw~-Lipschitz连续的。假设得

分函数f 是
 

Bℓ-一致有界的,则可以得到以下结论:
(1)对于任意正常数η≤Bℓ,可以得到

  p  ≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n+∫
Bℓ

η
log , ,d∞  d ,

  其中,
 

C0=
2Bw~ϕℓ+BℓBw~

2 2+ρ+1/ρ,

d∞(f1,f2)=maxx∈ f1 x  -f2 x  。
(2)设假设类

 

的覆盖数具有明确的形式:
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log , ,d∞    ≤Alogb  ,
取η=

1
n
,可以得到:

p  ≤
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~

n
+
12C0Bℓ

n
A
2log

(B2
ℓn)。

注记5.在结论(2)中,覆盖数以一般形式表示,该形式适用于大量的假设类,如深度神经网络[88-89]。
结合定理2、引理9和定理5,定理3的证明完成。

B.4.
 

加权函数近似误差分析

引理8.设f是从假设空间 中选择的得分函数。假设损失函数ℓ的取值范围在[0,Bℓ],则可以得到:

sup
f∈

ℓ(f,w)-q ℓ f,w~    ≤0,

其中,q=
π
2+

2(1+ρBℓ)
1+2ρBℓ

。

证明.首先,证明对于任意
 

k=1,2,…,n+ ,都有
 

∑
n+

i=k
wi-qw~i  ≤0。 当k>n+/2

 

时,可以得到:

∑
n+

i=k
wi-qw~i  =∑

n+

i=k

(1+ρBℓ)·n+/i
1+ρBℓ·n+/i

-q∑
n+

i=k

a+ρBℓ

a+ρℓ(x)  
t

≤
2(1+ρBℓ)
1+2ρBℓ

(n+-k+1)-q(n+-k+1)=-
π
2
(n+-k+1)≤0。

  当k≤n+/2时,可以得到:

∑
n+

i=k
wi-qw~i  =∑

n+

i=k
wi-q∑

n+

i=k

a+Bℓ

a+ℓ(x)  
t

,

  由引理3

≤q
2
·n+-q(n+-k+1)=q(k-1-n+/2)<0。

  记ℓi=
1
n-∑

n-

j=1
ℓ(δ+-ij )并且 {ℓ(i)}n

+

i=1 是 {ℓi}n
+

i=1 的排列,使得当i<j时ℓ(i)<ℓ(j)。 注意到0≤ℓi≤Bℓ

以及当ℓi >ℓj 时有wi <wj ,因此,

∑
n+

i=1
wiℓi-q∑

n+

i=1
w~iℓi=∑

n+

i=1
diℓ(i),

  其中,di=w(n+/i)-qwi。 此外,可以得到:

∑
n+

i=1
diℓ(i)=∑

n

k=1
∑
n

i=k
di(ℓ(k)-ℓ(k-1))=∑

n

k=1

(ℓ(k)-ℓ(k-1))∑
n

i=k
di  ≤0,

  其中,最后一个不等式因为 (ℓ(k)-ℓ(k-1))≥0以及
 

∑
n

i=k
di ≤0。 因此可以得到:

h
1
n+∑

n+

i=1
wiℓi  -qh

1
n+∑

n+

i=1
w~iℓi  ≤h

1
n+∑

n+

i=1
wiℓi  -h

1
n+∑

n+

i=1
qw~iℓi  ≤0。

  由此可以推出:

sup
f∈

ℓ(f,w)-q ℓ f,w~    =sup
f∈
EE ^ℓ(f,w)-q ^ℓ f,w~    

≤EE sup
f∈

^ℓ(f,w)-q ^ℓ f,w~    ≤0。

证毕。
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B.5.
 

经验风险和期望风险的差异

引理9.设f 是从假设空间 中选择的得分函数。假设损失函数ℓ的取值范围在[0,Bℓ],至少以1-δ
的概率有

sup
f∈

ℓf,w~  - ^ℓ f,w~    ≤
4ρ p

n+,n-  +
ρBℓBw~ 2+ρ+1/ρ

2n log
1
δ
。

  证明.记Φ  =sup
f∈

ℓf,w~  - ^ℓ f,w~    ,k= \{xk}∪{x'
k},我们证明Φ(·)具备有界差异性质。

注意到h 是 1
2 -Lipschitz连续的,因此可以得到以下条件:

(1)如果xk 是正样本,可以得到:

Φ  -Φ k  ≤ ρ
2
·sup

f∈

1
n+n-∑

n-

j=1
w~'kℓk'j -w~kℓkj  ≤

ρBℓBw~

n+
。

  (2)如果xk 是负样本,可以得到:

Φ  -Φ k  ≤ ρ
2
·sup

f∈

1
n+n-∑

n+

i=1
w~i·(ℓik'-ℓik)≤

ρBℓBw~

n-
。

  可以由引理7直接得到,对于任意δ∈ (0,1),以至少1-δ的概率,都有

Φ  ≤EE Φ    + n+ ρBℓBw~

n+  
2

+n- ρBℓBw~

n-  
2􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ·1

2log
1
δ

≤EE Φ    +
ρBℓBw~ 2+ρ+1/ρ

2n log
1
δ

(附1)

  接下来我们关注
 

EE Φ    。 根据 和 '的对称性,可以得到:

EE Φ    =EE sup
f∈

EE 'h
1
n+∑

n+

i=1
w~i'ℓi'  -h

1
n+∑

n+

i=1
w~iℓi  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

≤EE ,'sup
f∈

h
1
n+∑

n+

i=1
w~i'ℓi'  -h

1
n+∑

n+

i=1
w~iℓi  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

≤ ρ
2
·EE ,'sup

f∈

1
n+∑

n+

i=1
w~'iℓi'-w~iℓi  

=ρ
2
·EE ,',σsup

f∈  1
n+n-∑

n+

i=1
∑
n-

j=1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 +

σi+σj

2  w~'iℓi'j' -w~iℓij  

+
σi-σj

2  w~'iℓi'j -w~iℓij'  -
σi+σj

2  w~'iℓij -w~iℓi'j'  

-
σi-σj

2  w~'iℓij' -w~iℓi'j  
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  ≤2ρ p

n+,n-  (附2)

其中,第二个不等式的证明类似于文献[30]中的引理8。通过结合式(附1)和式(附2)完成本引理的

证明。
证毕。

B.6.
 

链式界的证明

定理5.链式界.
 

假设损失函数ℓ是ϕℓ-Lipschitz连续的,加权函数w~ 是ϕw~-Lipschitz连续的。假设得

分函数f 是
 

Bℓ-一致有界的,则可以得到以下结论:
(1)对于任意正常数η≤Bℓ,可以得到:

p  ≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n+∫
Bℓ

η
log , ,d∞  d ,
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  其中,
 

C0=
2Bw~ϕℓ+BℓBw~

2 2+ρ+1/ρ,

d∞(f1,f2)=
 

max
x∈

f1 x  -f2 x  。

(2)设假设类
 

的覆盖数符合以下具体形式:

log , ,d∞    ≤Alogb  ,
取η=

1
n
,可以得到:

p  ≤
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~

n
+
12C0Bℓ

n
A
2log

(B2
ℓn)。

证明.首先,我们考虑 的一个 -覆盖,记为^,它的一个(伪)度量为d∞。 选择 f̂,
 

f
~︵
∈
^,使得

 

d∞ f̂,f  ≤ ,d∞
 f
~︵,f

~
  ≤ ,然后可以得到:

Rp  =EEσ supf,f
~
∈

Tf σ  -T
f
~ σ   

=EEσ supf,f
~
∈

Tf σ  -T
f̂

σ    + T
 

f
~︵ σ  -T

f
~ σ    +T

f̂
σ  -T

 

f
~︵ σ   

≤2 EEσ sup
d f,f̂  ≤

Tf σ  -T
f̂

σ   
(1)

+2EEσ sup
f̂∈^

T
f̂

σ   
(2)

(附3)

  考虑一个精确率递减的序列 {ηk}∞k=1,其中η0≥Bℓ,并且对于任意k=1,2,…,K 都有ηk+1≥
1
2ηk。设

k̂ 是 的一个 -覆盖,选择f̂k,
 

f
~︵
k 使得d∞ f̂k,f  ≤ηk,d∞

 f
~︵
k,f

~
  ≤ηk。 特殊地,令ηK =η,f̂K =f̂,

 

f
~︵

K =f
~︵。 注意到T

f̂
σ  =T

f̂K
σ  =T

f̂0
σ  +∑

K

k=1
T

f̂k
σ  -T

f̂k-1
σ    ,则第(1)项可以被分解为

EEσ sup
d∞ f,f̂  ≤

Tf σ  -T
f̂

σ   

≤∑
K

k=1
EEσ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

sup
f̂k∈

^
k,f̂k-1∈

^
k-1

d∞ f̂k,f̂k-1  ≤3ηk

T
f̂k

σ  -T
f̂k-1

σ  

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(附4)

  根据引理5和引理11,可以得到:

EEσ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

sup
f̂k∈̂ k,f̂k-1∈̂ k-1

d∞ f̂k,f̂k-1  ≤3ηk

T
f̂k

σ  -T
f̂k-1

σ  

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ≤

C 2log k̂ k̂-1 d∞ f̂k,f̂k-1  

≤6ηkC log ηk, ,d∞    (附5)

  另一方面,第(2)项可以被上界约束:

EEσ sup
d� f,f

︿
  �ηK

Tf σ  -T
f
︿σ   =

EEσ sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
∑
n-

j=1

σ+
i +σ-

j

2n+n- w~f
iℓf

ij -w~f
︿

iℓf
︿

ij  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

≤ sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
∑
n-

j=1

w~f
iℓf

ij -w~f
︿

iℓf
ij +w~f

︿

iℓf
ij -w~f

︿

iℓf
︿

ij

n+n-
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≤
1

n+n- sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
∑
n-

j=1
w~f

iℓf
ij -w~f

︿

iℓf
ij + w~f

︿

iℓf
ij -w~f

︿

iℓf
︿

ij  

≤
Bℓ

n+ sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
w~f

i -w~f
︿

i +
Bw~

n+n- sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
∑
n-

j=1
ℓf

ij -ℓf
︿

ij  

≤
Bℓφw~

n+ sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
f x+

i  -f
︿
x+

i  

+
Bw~φℓ

n+n- sup
d� f,f

︿
  �ηK

∑
n+

i=1
∑
n-

j=1
f x+

i  -f
︿
x+

i  -f x-
j  +f

︿
x-

j    

≤ 2Bw~φℓ +Bℓφw~  ·d� f,f
︿

  ≤ 2Bw~φℓ +Bℓφw~  ηK (附6)

  结合式(附3)、式(附4)、式(附5)、式(附6)可以得到:

Rp α􀳱  · ℓ􀳱    ≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  ηK +6C∑
K

k=1
ηk log ηk,,d∞    

= 4Bw~ϕℓ+2Bℓϕw~  ηK+1+12C∑
K

k=1

(ηk -ηk+1) log ηk,,d∞    

≤ 4Bw~ϕℓ+2Bℓϕw~  ηK+1+12C∫
η0

ηK+1
log ,,d∞  d

≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n∫
Bℓ

η
log ,,d∞  d ,

其中,C0=
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~

2 2+ρ+1/ρ。 在log ,,d∞    ≤Alogb  的假设下可以得到:

Rp α􀳱  · ℓ􀳱    ≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n∫
Bℓ

η
log ,,d∞  d

≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n∫
Bℓ

η
AlogBℓ  d

≤ 2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  η+
12C0

n
·Bℓ Alog

Bℓ

η  。
  取η=

1
n
,可以得到结论(2)。

证毕。
引理10.假设正负样本数量的比率ρ=n+/n- 是固定的,w~ ∈ 1,Bw~  ,ℓ∈[0,Bℓ]。 至少以1-δ的

概率有:

Rp
n+,n-

  ≤Rp  +Bw~Bℓ
2(2+ρ+1/ρ)

n log
1
δ
,

其中,

={g x1,x2;f,w~,ℓ  =w~(ℓ(f(x1)-μ+)/Bℓ)·ℓ(f(x1)-f(x2))|f∈ }。

证明.考虑两个仅有一个样本不同的数据集 ={xi,yi  }ni=1和 '={(xi,yi)}k-1
i=1∪(x'k,yk)∪{(xi,

yi)}ni=k+1。
一方面,如果yk =1,则可以得到:

Rp  -Rp
'  ≤EEσsup

f∈ ∑
n-

j=1

σ+
k +σ-

j

2n+n- w~kℓfxk  -f x-
j    -w~'kℓfx'k  -fx-

j      

≤EEσsup
f∈ ∑

n-

j=1

|σ+
k +σ-

j |
2n+n- · w~kℓfxk  -fx-

j    -w~'kℓfx'k  -fx-
j    􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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≤
1

n+n-·supf∈ ∑
n-

j=1
w~kℓf xk  -fx-

j    -w~'kℓfx'k  -f x-
j    

≤
1

n+n-·∑
n-

j=1
2Bw~Bℓ=

2Bw~Bℓ

n+
。

  另一方面,如果yk =-1,类似地可以得到:

Rp  -Rp
'  ≤EEσsup

f∈ ∑
n+

i=1

σ+
k +σ-

j

2n+n- w~iℓfx+
i  -fxk    -w~iℓfx+

i  -fx'k      

≤
1

n+n-·supf∈ ∑
n+

i=1
w~iℓfx+

i  -fxk    -w~iℓfx+
i  -fx'k    ≤

2Bw~Bℓ

n-
。

  因此,根据 McDiarmid不等式(引理7),对于任意δ∈ (0,1),以至少1-δ的概率,都有

Rp
n+,n-

  ≤Rp  +
1
2
· n+ 2Bw~Bℓ

n+  
2

+n- 2Bw~Bℓ

n-  
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ·log

1
δ

=Rp  +Bw~Bℓ 2
1
n++

1
n-  log1δ =Rp  +Bw~Bℓ 2(2+ρ+1/ρ)log

1
δ
·1
n
。

证毕。
定义5.一个随机过程

 

θ Xθ ,其索引集为
 

,如果对所有
 

θ,θ'∈ 和所有λ∈RR,满足以下条件,则称

其对(伪)度量d 是sub-Gaussian的:

EE[exp(λ·(Xθ-Xθ'))]≤
λ2d(θ,θ')2

2  。
记

Tf σ  =∑
n+

i=1
∑
n-

j=1

σ+
i +σ-

j

2n+n- ·w
~
iℓfx+

i  -fx-
j    ,

其中,f 从索引集 中选取,回顾经验成对Rademacher复杂度:

Rp w~􀳱  · ℓ􀳱    =EEσ sup
f∈

Tf σ    。

在以下引理中,我们首先证明对于Rademacher随机变量σCTf σ  满足sub-Gaussian性质。

引理11.成对Rademacher复杂度的sub-Gaussian性质.
 

对于一个假设空间 ,两个函数f,f
~
∈ ,以

及一个损失函数ℓ,假设ℓ是ϕℓ-Lipschitz连续的,加权函数w~ 是ϕw~-Lipschitz连续的。那么对于所有λ∈
RR,可以得到:

EE expλ· Tf σ  -T
f
~ σ        ≤exp

C2λ2

2 max
x∈

fx  -f
~
x  2  ,

其中,C=
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~

2
1
n++

1
n-
。

证明.首先证明Tf σ  关于σ 满足有界差分条件。考虑两个Rademacher随机变量σ 和σ',其中只有

一个值不同。
当不同的值对应的样本为正例时,记:

σ=(σ+1,…,σ+k,…,σ+n+,σ
-
1,…,σ-n-),

σ'=(σ+
1,…,σ'+

k ,…,σ+
n+,σ-

1,…,σ-
n-
),

ℓfij=ℓfx+
i  -f x-

j    ,

w~f
i =

 

w~ fx+
i  -EEx∈ + fx      ,

那么可以得到:

Tf σ  -Tf
︿σ    - Tf σ'  -Tf

︿σ'    

=
1

n+n- ∑
n-

j=1

σ+
k -σ'+

k

2
·w~f

kℓf
kj -∑

n-

j=1

σ+
k -σ'+

k

2
·w~ f

~

kℓf
~

kj
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≤
1

n+n-

σ+
k -σ'+

k

2
· ∑

n-

j=1
w~f

kℓf
kj -w~ f

~

kℓf
~

kj  

≤
1

n+n- ∑
n-

j=1
w~f

kℓf
kj -w~f

kℓf
~

kj +w~f
kℓf

~

kj -w~ f
~

kℓf
~

kj  

≤
Bw~

n+n-∑
n-

j=1
ℓf

kj -ℓf
~

kj +
Bℓ

n+ w~f
k -w~ f

~

k

≤
Bw~φℓ

n+n-∑
n-

j=1
fx+

k  -f
~
x+

k  -f x-
j  +f

~
x-

j  +
Bℓφw~

n+ f x+
k  -f

~
x+

k  

≤
Bw~φℓ

n+ max
x∈ +

fx  -f
~
x  +

Bw~φℓ

n+ max
x∈ -

fx  -f
~
x  +

Bℓφw~

n+ max
x∈ +

fx  -f
~
x  

≤
2Bw~φℓ +Bℓφw~

n+ max
x∈

fx  -f
~
x  􀰛c+

k。

  当不同的值对应的样本为负例时,记
σ=(σ+,…,σ+

n+,σ-
1,…,σ-

k,…,σ-
n-),

σ'=(σ+,…,σ+
n+,σ-

1,…,σ'-
k,…,σ-

n-),

  那么可以得到:

Tf σ  -T
f̂

σ    - Tf σ'  -T
f̂

σ'    

≤
1

n+n- ∑
n+

i=1
w~fiℓfik -w~f

iℓf
~

ik +w~f
iℓf

~

ik -w~f
~

iℓf
~

ik  

≤
Bw~

n+n-∑
n+

i=1
ℓfik-ℓf

~

ik +
Bℓ

n+n-∑
n+

i=1
w~fi-w~f

~

i

≤
Bw~ϕℓ

n+n-∑
n+

i=1
fx+

i  -f
~
x+

i  -fx-
k  +f

~
x-

k  +
Bℓϕw~

n+n-∑
n+

i=1
fx+

i  -f
~
x+

i  

≤
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~

n- max
x∈

fx  -f
~
x  ≜c-

k。

  因此,根据引理4,我们可以选择:

v=
1
4 ∑

n+

k=1

(c+
k)2+∑

n-

k=1

(c-
k)2  

=
2Bw~ϕℓ+Bℓϕw~  2

4
1
n++

1
n-  ·maxx∈

fx  -f
~
x  2=C2max

x∈
fx  -f

~
x  2,

  使得结论成立。
证毕。

附录C.
 

收敛性分析
引理12(文献[58]中的引理1).对于算法1中的更新规则,设

pk=
0,k=1,

β
1-β

θk-θk-1+sα k-1  ,k≥2,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

zk=θk +pk,
那么,对于任意k≥1,可以得到:

zk+1=zk -
α
1-β

k。

引理13(文献[58]中的引理4).设假设1和假设2成立,那么对于所有k≥1,可以得到:
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EE

Δ

ezk;μ+
k  -

Δ

eθk;μ+
k  2  ≤

L2
uβ2α2(G2+κ2e)
(1-β)2

。

引理14.设θk 按照算法1中生成,那么可以得到θ 差的上界如下:

1
T∑

T

k=1
EE θk+1-θk

2  ≤α2(G2+κ2e)·[T(s(1-β)-1)2β2/(1-β2)+2(1+sβ)2]。

证明.根据θ 更新规则,对于k≥2,可以得到:

θk+1-θk =-αgk +βθk-θk-1  -sαβ k- k-1  =

βθk-θk-1  -α(1+sβ)k +sαβ k-1=-α(1+sβ)∑
k

t=1
βk-t

t+sα∑
k-1

t=1
βk-t

t+βθ1-γs
1  

=α(s(1-β)-1)∑
k-1

t=1
βk-t

t-α(1+sβ)k +βθ1-γs
1  。

通过设置γs
1=θ1,可以得到:

EE θk+1-θk
2  =EE α(s(1-β)-1)∑

k-1

t=1
βk-t

t-α(1+sβ)k
2  

≤2EE α(s(1-β)-1)∑
k-1

t=1
βk-t

t
2  +2EE α(1+sβ)k

2  

≤2(k-1)·α2(s(1-β)-1)2∑
k-1

t=1
β2

(k-t)EE t
2  +2α2(1+sβ)2EE k

2  

≤2(k-1)(G2+κ2e)·α2(s(1-β)-1)2∑
k-1

t=1
β2

(k-t)+2(G2+κ2e)·α2(1+sβ)2

≤2α2(G2+κ2e)
(k-1)(s(1-β)-1)2β2

1-β2
+(1+sβ)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

通过取k=1,2,…,T 的平均值,证明成立。
证毕。

引理15.设假设1、假设2和假设3成立。那么对于所有k≥1,μ+
k 的估计偏差的上界如下:

EE

Δ

eθk;μ+
k  -

Δ

eθk;ûk  2  ≤6α2L2
uϕ2

f(G2+κ2e)λ-1·[(s(1-β)-1)2β2T/(1-β2)+2(1+sβ)2]

+3L2
uλκ2μ
证明.根据

Δ

eθk;·  的平滑性,可以得到:

Δ

eθk;μ+
k  -

Δ

eθk;ûk  2 ≤L2
uμ+

k -ûk
2. (附7)

  记 1:k ={t}kt=1。 通过代入μ̂k 的更新规则(式(6)),可以得到如下的递归式:

ûk -μ+
k
2=(1-λ)ûk-1+λμ+

k(k)+(1-λ)(μ+
k(k)-μ+

k-1(k))-μ+
k
2

=(1-λ)ûk-1-μ+
k-1  -μ+

k +μ+
k(k)+(1-λ)(μ+

k-1-μ+
k-1(k))2

=(1-λ)2ûk-1-μ+
k-1

2+-μ+
k +μ+

k(k)+(1-λ)(μ+
k-1-μ+

k-1(k))2+
ûk-1-μ+

k-1  ·[-μ+
k +μ+

k(k)+(1-λ)(μ+
k-1-μ+

k-1(k))]。

  根据假设3,EE
1:k-1
[-μ+

k +μ+
k(k)]=0,因此可以得到:

EE
1:k-1

ûk -μ+
k
2  =

(1-λ)2EE
1:k-1

ûk-1-μ+
k-1

2  +EE
1:k-1
[-μ+

k +μ+
k(k)+(1-λ)(μ+

k-1-μ+
k-1(k))2]

=(1-λ)2EE
1:k-1

ûk-1-μ+
k-1

2  +EE
1:k-1
[-μ+

k +μ+
k-1+μ+

k(k)-μ+
k-1(k)+λ(μ+

k-1(k)-μ+
k-1)2]

≤ (1-λ)EE
1:k-1

ûk-1-μ+
k-1

2  +3EE
1:k
[μ+

k -μ+
k-1

2+μ+
k(k)-μ+

k-1(k)2+λ2μ+
k-1(k)-μ+

k-1
2]。

根据假设1,可以得到μ+
k -μ+

k-1
2≤ϕ2

fθk-θk-1
2,μ+

k(k)-μ+
k-1(k)2≤ϕ2

fθk-θk-1
2。 进而根据假设

2,可以得到EE[μ+
k-1(k)-μ+

k-1
2]≤κ2μ ,可以推出:

EE ûk -μ+
k
2  ≤ (1-λ)EE ûk-1-μ+

k-1
2  +6ϕ2

fEE θk-θk-1
2  +3λ2κ2μ。

通过对k=2,…,T+1求和,上述结果可以重新组织为
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λ∑
T

k=1
EE ûk -μ+

k
2  ≤EE û1-μ+

1
2  -EE ûT+1-μ+

T+1
2  +6ϕ2

fEE θk+1-θk
2  +3Tλ2κ2μ,

如果û1 初始化为μ+
1,可以得到:

1
T∑

T

k=1
EE ûk -μ+

k
2  ≤

6ϕ2
f

λT∑
T

k=1
EE θk+1-θk

2  +3λκ2μ

  

≤
引理14

6α2ϕ2
f(G2+κ2e)λ-1·[(s(1-β)-1)2β2T/(1-β2)+2(1+sβ)2]+3λκ2μ。

  将上述不等式代入式(附7)中即可完成该证明。
证毕。

引理16.设假设1、假设2和假设3成立。那么对于所有k≥1,可以得到:

 EE ezk+1  -ezk    

 ≤
L2

u(G2+κ2e)
2(1-β)3

·α3(1+3Luβ2)-
α

2(1-β)
EE eθk  2  +

3α
2(1-β)

EE eθk  -eθk;ûk  2  .

  证明.为了简化表达,将eθk;μ+
k  简记为eθk  。根据假设1,e(·)是L-平滑的,那么可以得到:

ezk+1  -ezk  ≤ ezk  

⊥

zk+1-zk  +
Lθ

2 zk+1-zk
2= ezk  

⊥

zk+1-zk  +
Lθα2

2(1-β)2
gk

2

(附8)

  根据引理12,可以得到:

ezk  

⊥

zk+1-zk  ≤-
α
1-β

ezk  

⊥

gk ≤-
α
1-β

ezk  

⊥

eθk  +
α
1-β

ezk  

⊥

eθk  -gk  

(附9)

  然后,进一步分解第一项可以得到:

-
α
1-β

ezk  

⊥

eθk  =-
α
1-β

eθk  2-
α
1-β

ezk  

⊥

- eθk  

⊥

  eθk  (附10)

  根据Cauchy-Schwarz不等式,可以得到:

-
α
1-β

ezk  

⊥

- eθk  

⊥

  eθk  =-
α
1-β

· 2 ezk  

⊥

- eθk  

⊥

  ·1
2

eθk  

≤
α
1-β

ezk  - eθk  2+
α

4(1-β)
eθk  2 (附11)

  类似地,可以将分解第二项得到:

α
1-β

ezk  

⊥

eθk  -gk  =
α
1-β

ezk  

⊥

- eθk  

⊥

  eθk  - eθk;ûk    

+
α
1-β

eθk  

⊥

eθk  - eθk;ûk    

+
α
1-β

ezk  

⊥

eθk;ûk  -gk  (附12)
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其中,

α
1-β

ezk  

⊥

- eθk  

⊥

  eθk  - eθk;ûk    

≤
α

2(1-β)
ezk  - eθk  2+

α
2(1-β)

eθk  - eθk;ûk  2,

α
1-β

eθk  

⊥

eθk  -eθk;ûk    ≤
α

4(1-β)
eθk  2+

α
1-β

eθk  -eθk;ûk  2

(附13)

  通过将式(附9)~式(附13)带入到式(附8)中,可以得到:

ezk+1  -ezk  ≤
3α

2(1-β)
ezk  - eθk  2-

α
2(1-β)

eθk  2+
3α

2(1-β)
eθk  -eθk;ûk  2

+
α
1-β

ezk  

⊥

eθk;ûk  -gk  +
Lθα2

2(1-β)2
gk

2。

  两边分别求期望,可以得到:

EE ezk+1  -ezk    

≤
3α

2(1-β)
EE ezk  - eθk  2  -

α
2(1-β)

EE eθk  2  +
Lθα2

2(1-β)2
EE gk

2  

+
3α

2(1-β)
EE eθk  -eθk;ûk  2  +

α
1-β

EE ezk  
⊥

eθk;ûk  -gk    。

≤
假设3 3α
2(1-β)

EE ezk  - eθk  2  -
α

2(1-β)
EE eθk  2  

+
Lθα2

2(1-β)2
EE gk

2  +
3α

2(1-β)
EE eθk  -eθk;ûk  2  。

≤
引理133L2

uβ2α3(G2+κ2e)
2(1-β)3

-
α

2(1-β)
EE eθk  2  +

3α
2(1-β)

EE eθk  -eθk;ûk  2  +
Lθα3

2(1-β)2
EE gk

2  。

 ≤
假设23L2

uβ2α3(G2+κ2e)
2(1-β)3

-
α

2(1-β)
EE eθk  2  +

3α
2(1-β)

EE eθk  -eθk;ûk  2  

+
Lθα2(G2+κ2e)
2(1-β)2

=
α3(Lθ+3β2L2

u)(G2+κ2e)
2(1-β)3

-
α

2(1-β)
EE eθk  2  +

3α
2(1-β)

EE eθk  -eθk;ûk  2  。

证毕。

定理4.
 

收敛性.
 

记θ* 是最优参数,B'=36C2
αC-1

λ L2
uϕ2

f·[(s(1-β)-1)2C2
β +(1+sβ)2],Δe =

eθ1  -eθ*    。在运行T步算法1的更新规则后,通过设置α=Cα/ T,β=min{1-1/2,1/ 3Lu,

Cβ/T},λ=Cλ/T ,可以得到:

1
T∑

T

k=1
EE eθk;w􀮨e  2  ≤O(T-1)+B'(G2+k2e)·T

-
1
2 +2(1-β)C-1

α Δe·T
-
1
2 +9L2

uCλk2μ·T
-
1
2。
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  证明.根据引理16,可以得到:

 1T∑
T

k=1
EE eθk  2  

 ≤
2(1-β)

αT EE ez1  -ezT+1    +
G2+κ2e
(1-β)2

·α2(Lθ +3L2
uβ2)+

3
T∑

T

k=1
EE eθk  -eθk;ûk  2  

 ≤
引理152(1-β)

αT EE ez1  -ezT+1    +
G2+κ2e
(1-β)2

·α2(Lθ +3L2
uβ2)+9L2

uκ2μ·λ+18α2L2
uϕ2

f(G2+κ2e)λ-1

  ·[(s(1-β)-1)2β2T/(1-β2)+2(1+sβ)2]。

  然后,通过选择β≤min{1-1/ 2,1/ 3Lu},上述不等式可以简化为

  1T∑
T

k=1
EE eθk  2  

  ≤
2(1-β)

αT EE ez1  -ezT+1    +2(Lu +Lθ)(G2+κ2e)·α2+9L2
uκ2μ·λ+36α2L2

uϕ2
f(G2+κ2e)λ-1

  ·[(s(1-β)-1)2β2T+(1+sβ)2]。

  注意到z1=θ1 以及ezT+1  ≥eθ*  ,因此:

  1T∑
T

k=1
EE eθk  2  

  ≤
2(1-β)

αT eθ1  -eθ*    +2(Lu +Lθ)(G2+κ2e)·α2+9L2
uκ2μ·λ+36α2L2

uϕ2
f(G2+κ2e)λ-1

  ·[(s(1-β)-1)2β2T+(1+sβ)2]。

 通过将α=Cα/ T,β=min{1-1/ 2,1/ 3Lu,Cβ/ T},λ=Cλ/ T 带入上述结果,可以得到:

1
T∑

T

k=1
EE eθk  2  

≤
2(1-β)

Cα T
eθ1  -eθ*    +

2(Lu +Lθ)C2
α(G2+κ2e)

T +
9L2

uCλκ2μ
T

+
36C2

αL2
uϕ2

f(G2+κ2e)

Cλ T

·[(s(1-β)-1)2C2β+(1+sβ)
2]=

2(1-β)

Cα T
eθ1  -eθ*    +

B'(G2+κ2e)

T
+
9L2uCλκ2μ

T
+
2(Lu +Lθ)C2α(G2+κ2e)

T
。

其中,B'=36C2
αC-1

λ L2
uϕ2

f·[(s(1-β)-1)2C2
β +(1+sβ)2]。

证毕。
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附录D.实验结果可视化

D.1.图像检索示例

本文所提出方法的图像检索结果示例及对应PR曲线如图4所示。

图4 在SOP(最上方两组)、VeichleID(第3至第4组)和
 

iNaturalist(最下方三组)的检索结果示例(每组中上方一

行由本文所提出方法预测,而下方一行来自三元组损失)
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D.2.嵌入可视化

在三个图像检索数据集上的可视化结果如图5、图6及图7所示。

图5 在SOP数据集上嵌入可视化(在显示器上观看效果最佳)
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图6 在VehicleID数据集上嵌入可视化(在显示器上观看效果最佳)
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图7 在
 

iNaturalist数据集上嵌入可视化(在显示器上观看效果最佳)

8212 计  算  机  学  报 2025年



D.3.目标检测结果示例

目标检测示例如图8所示。

图8 MS
 

COCO
 

minival测试集上的目标检测结果可视化(在显示器上查看效果最佳)
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Background
  This

 

paper
 

focuses
 

on
 

the
 

Average
 

Precision
 

(AP)
 

opti-
mization,

 

which
 

is
 

a
 

foundation
 

problem
 

in
 

machine
 

learning.
 

As
 

an
 

unbiased
 

estimation
 

of
 

Area
 

Under
 

the
 

Precision-Recall
 

Curve
 

(AUPRC),
 

AP
 

measures
 

the
 

trade-off
 

between
 

preci-
sion

 

and
 

recall,
 

which
 

is
 

deemed
 

as
 

a
 

more
 

comprehensive
 

metric,
 

especially
 

for
 

highly
 

skewed
 

datasets.
 

With
 

the
 

ap-

pealing
 

property,
 

AP
 

is
 

commonly
 

adopted
 

as
 

a
 

standard
 

metric
 

in
 

various
 

vision
 

tasks
 

like
 

image
 

retrieval,
 

object
 

de-
tection,

 

and
 

long-tailed
 

classification.
Although

 

previous
 

work
 

has
 

provided
 

effective
 

solutions
 

for
 

stochastic
 

AP
 

optimization,
 

most
 

of
 

them
 

focus
 

on
 

desig-
ning

 

an
 

approximation
 

of
 

the
 

AP
 

risk
 

but
 

ignore
 

the
 

generali-
zation.

 

Some
 

early
 

researches
 

on
 

information
 

retrieval
 

show
 

that
 

existing
 

AP
 

surrogate
 

risks
 

achieve
 

an
 

O
1
m

+
1
n  

 

generalization
 

bound,
 

where
 

m
 

and
 

n
 

are
 

the
 

number
 

of
 

que-
ries

 

and
 

the
 

length
 

of
 

the
 

candidate
 

list
 

for
 

a
 

single
 

query,
 

re-
spectively.

 

This
 

requires
 

sufficient
 

queries
 

for
 

a
 

good
 

gener-
alization

 

ability.
 

However,
 

for
 

some
 

real-world
 

applications
 

such
 

as
 

object
 

detection
 

and
 

classification,
 

only
 

limited
 

que-
ries

 

are
 

available.
 

In
 

this
 

case,
 

how
 

to
 

analyze
 

the
 

generaliza-
tion

 

of
 

an
 

AP
 

surrogate
 

risk
 

and
 

further
 

improve
 

it
 

is
 

still
 

an
 

open
 

problem.
To

 

provide
 

guidance
 

for
 

AP
 

optimization,
 

we
 

present
 

an
 

early
 

trial
 

to
 

study
 

the
 

generalization
 

of
 

AP
 

loss
 

within
 

a
 

sin-

gle
 

ranking
 

list.
 

The
 

main
 

challenge
 

lies
 

in
 

the
 

fact
 

that
 

AP
 

risks
 

cannot
 

be
 

decomposed
 

into
 

independent
 

terms,
 

making
 

standard
 

tools
 

of
 

generalization
 

analysis
 

infeasible.
 

Besides,
 

the
 

relationship
 

between
 

commonly
 

used
 

surrogate
 

losses
 

and
 

the
 

original
 

AP
 

risk
 

is
 

unclear,
 

making
 

further
 

analysis
 

chal-
lenging.

 

To
 

fill
 

this
 

gap,
 

we
 

start
 

with
 

the
 

property
 

of
 

AP
 

risks.
 

First,
 

we
 

argue
 

that
 

the
 

generalization
 

is
 

highly
 

related
 

to
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

AP
 

surrogate
 

objective.
 

However,
 

most
 

ex-
isting

 

surrogate
 

objectives
 

lack
 

stability.
 

This
 

motivates
 

us
 

to
 

propose
 

a
 

stable
 

AP
 

loss.
 

Specifically,
 

we
 

start
 

with
 

a
 

property
 

of
 

the
 

AP
 

loss:
 

it
 

can
 

be
 

viewed
 

as
 

a
 

kind
 

of
 

rank-
ing-weighted

 

pairwise
 

loss.
 

Motivated
 

by
 

this
 

fact,
 

we
 

derive
 

an
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

AP
 

loss
 

enjoying
 

a
 

ranking-weighted
 

pairwise
 

form.
 

In
 

this
 

way,
 

the
 

AP
 

loss
 

is
 

decomposed
 

into
 

stable
 

components
 

by
 

estimating
 

the
 

weights,
 

leading
 

to
 

provable
 

generalization
 

bounds
 

in
 

an
 

order
 

of
 

O
~ 1

n  .
 

To
 

optimize
 

the
 

proposed
 

surrogate
 

loss
 

efficiently,
 

we
 

first
 

ap-

proximate
 

the
 

weights
 

determined
 

by
 

the
 

expectation
 

of
 

rank-
ing.

 

In
 

this
 

way,
 

the
 

surrogate
 

objective
 

is
 

transformed
 

into
 

a
 

two-level
 

compositional
 

function.
 

Then
 

we
 

propose
 

a
 

sto-
chastic

 

optimization
 

framework
 

to
 

jointly
 

optimize
 

the
 

two
 

levels.
 

Theoretically,
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

proven
 

to
 

a-
chieve

 

an
 

-stationary
 

point
 

with
 

O(1/ 4)
 

complexity.
From

 

the
 

practical
 

perspective,
 

we
 

conduct
 

comprehen-
sive

 

empirical
 

studies
 

on
 

seven
 

benchmarks
 

of
 

image
 

retriev-
al,

 

object
 

detection,
 

and
 

long-tailed
 

classification,
 

which
 

show
 

the
 

broad
 

application
 

potential
 

in
 

machine
 

learning
 

and
 

computer
 

vision.
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